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PREFACIO

La presente obra es la primera versién al idioma espafiol y le
sirve de base la séptima edicién en ruso,

En esta versién el autor introdujo. una serie de suplementos
v modificaciones que contribuyen a la mejor asimilacién del curso.

Todo el curse estd dividido en dos tomos: el primero incluye los
capitulos [-XII; el segundo, XI1II-XIX.

Los dos primeros capitulos del tomo I, «Namero, Variable,
Funcibén» y «Limite, Continuidad de la funciéns, estdn escritos en la
forma més breve pnaihle Algunos problemas que habitualmente
se analizan en relacién con estas nociones, en el curso dado, sin
perjudicar su comprensi6n, se examinan en capitulos posteriores.
Esto da la oportunidad de pasar, cuanto antes posible, al estudio
de la nocién principal de cédlculo diferencial, la derivada, lo que
requieren otras asignaturas de la enseiianza superior (la experiencia
pedagégica del autor dicta esta distribucién del material).

Con el fin de facilitar a los estudiantes la obtencién de los cono-
cimientos matemdticos necesarjos para el estudio de las disciplinas
relacionadas con las méquinas calculadoras y sistemas automiticos
{que se estudian actualmente en los centros de ensefianza técnica
superjor), en el segundo tomo estén detalladamente expuestos
los sifi'ulentes temas: «Integracién numérica de las ecuaciones dife-
renciales y de los sistemas de ecuaciones diferencialess, «Integracién
de 'los sistemas de ecuaciones diferenciales linealess, eNocién de la
teoria de la estabilidad de Liapunovs, eOperador de Hamiltons,
«Integral de Fouriers, etc.

En particular, se ha aumentado ¢l nimero de problemas que
se dan junto con sus soluciones; también se introdujeron varios
problemas de elevada dificultad cuya solucién requiere el conoci-
miento més profundo sobre la materia. Los problemas y ejemplos,
como también sus soluciones, estin elegidos para cada tema de tal
forma que contribuyan a la mejor comprension del curso, circuns-
tancia que adem#s hace el libro més cémodo para aquellas per-
sonas que quieren estudiar las mateméticas individualmente ¥, en
particular, para los estudiantes por correspondencia.

En conclusién, expreso -mi profunda gratitud a la Editorial
Mir por la traduccién y publicacién de esta mi obra.

N. PISKUNOV






CAPITULO 2

NUMERO. VARIABLE. FUNCION

§ 1, NUMEROS REALES. REPRESENTACION
DE NUMEROS REALES POR MEDIO DE PUNTOS
EN EL EJE NUMERICO

Uno de los conceptos fundamentales de las mateméticas es el
niimero. El concepto de mimero surgié en la antigiiedad, ampliin-
dose y generalizdndose con el tiempo.

Los nimeros enteros y fraccionarios, tanto positivos como nega-
tivos, asi como el nGmero cero, se llaman nimeros racionales. El

niimero racional puede expresarse como la razén % de dos nlimeros

enteros p y g. Por ejemplor

5 5
+1 425=

En particular, el nimero entero p se puede considerar como la

razén de dos nimeros entsros—i’ + por ejemplo:

6
6=7; O=7.

Los n@meros racionales pueden representarse por fracciones
peri6dicas finitas o por indefinidas. Los nimeros en forma de frac-
ciones decimales indefinidas no periddicas, se denominan nifmeres
irracionales; por ejemplo, V2, V'3, 5—V2, ete.

La reunién de los nimeros racionales e irracionales se denomina
conjunto de niimeros reales. Estos se ordenan segfin su magnifud,
es decir, que para cualquier par de nimeros reales x e y existe una
correlacién, y sflo una, de las siguientes:

z<Y, =Y T>}Y.

Los niimeros reales se pueden expresar por medio de puntoa en
el eje numérico. Se llamia eje numérico a una recta infinita en la cual
estin determinados:
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— un punto O que se denomina origen;

— una direccién positiva que se indica ¢on una flecha;

— una escala para medir longitudes.

En general dispondremos el eje numérico en posicién horizontal,
considerando positiva la direccién hacia la derecha del punto O
{origen). ’

Si el niimero z, es positivo, se representa por el punto M. Este
8e situard a la derecha del punto O a una distancia. OM; = z;; si el
nimero z, es negativo, estard representado por el punto M,. Esfe
estaré situado a la izquierda del punto 0, a una distancia OM, = —z,
{fig. 1). El punto O representa el niimero cero. Es evidente que cada

My g . My =
24 123 o7
Fig. 1. '

nfimero real est§ representado por un punto en el eje numérico. Dos
n{imeros reales diferentes estdn representados en el eje por dos puntos
distintos. Es decir, cada punto del eje numérico representa un solo
namero real, ya sea racional o irracional.

Asf pues, entre todos los niimeros reales y puntos del eje numérico
existe una correspondencia biunivoca: a cada niimero le corresponde
un solo punto que lo representa en ¢l eje numérico, ¥ reciprocamente;
a cada punto corresponde un sélo nimero. Entonces, «nfimero z»
¥ «punto z» son sindnimos y asi los utilizaremos en este manual.

Acept 8, sin d tracién, esta importante propiedad del
conjunto de nilmeros reales: enire dos niimeros reales arbitrarios siem-
pre se pueden hallar niimeros, tanto racionales como irracionales. En
lenguaje geométrico esta propiedad se enunciaré asi: enire dos puntos
arbitrarios del efe numérico siempre podrdn situarse punies, flanto
racionales como irracionales.

Como conclusién, enunciaremos el siguiente feorema que nos
servird, en algln sentido, de spuente entre la teoria y la précticas:

Teorema, Todo nimero irracional a se puede ezpresar con cual-
quier grado de precisién por medio de niimeros racionales.

En efecto, siendo el nimero irracional ¢ > 0, calecnlemos & con

di(o 'mltl1 : ete

un error no mayor de — | por ejemplo, de g5, 355, ete. |.

Cualquiera que sea el nlimero «, esté comprendido entre dos
nfimeros enteros consecutivos N y N -+ 1. Dividamos el segmento
comprendido entre NV y N + 1 en n partes, entonces el nimero o

resultari e¢omprendido entre los nimeros racionales N + % y
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N +T-—+—i. Dado que la diferencia entre estos niimeros es —1-. cada
n n

uno de ellos expresa a con un grado de precisién predeterminado:
el primero por defecto, y el segunde por exceso.
Ejemplo: El nd irracional /2 se oxpresa por medio de ndmeros racio

nales:
1,4 y 1,5:con un error no mayor de 13—;

i
1,41, y 1,42: con error no mayor de 100+

1,414 y 1,415: con un error no mayor de T&' etc.

§ 2. YALOR ABSOLUTO DEL NUMERO REAL

Introdizcamos el concepto de valor absoluto del nimero real.
Este concepto es imprescindible para continuar adelante.
Definicién. Un nimero real no negativo, que satisface las condi-

cionaes:
lz|==z 8 22>0;
|lz|= —=, si <0,
s lllalxll)a valor absoluto (o médulo) de un nimero real z (su notacién
es | z |).
Ejemplos: |2 |=2; [—5|=5; |0|=0.
De la definicién se deduce que para cualquier nimero x se verifica
la correlacién z << | z |.
Examinemos algunas propiedades de los valores absolutos.
1. E! valor absoluto de la suma algebraica de varios nifmeros reales
ro es mayor que la suma de los valores absolutos de los !
lz+ylI<lz |+ 1yl
Demostracién. Sea z <+ y > 0, Entonces:
lz+yl=z+y<lzi+lylGaque x<izley< |y
Supongamos ahora que & 4+ y << 0, Entonces:
lztpl=—(+y) =2+ <lzl+ 1yl

como se trataba de demostrar.
Egta demostracién se puede generalizar fécilmente para cual-
guier niimero de sumandos.

Ejemplos:

|—2+3|<|=2[+|8|=2+8=5 6 1<5;
|—3—5{m|—3|+[—5)=345=8 u B=8
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2. El valor ~bsoluto de la diferencia de dos niimeros no es menor’
que la diferencia de los valores absolutos del minuendo y sustraerdo:

lz=—yl=lzl—Iyk
Demostracién. Supongamos que z — y = 2z, Entonces r = y + z,
¥ segi_\_n lo demostrado anteriormente, se tiens:
lzf=ly+zi<|yl+lzl=lyl+lz—yl
de donde: ?
lzl—lyl<lz—yl
como se trataba de demostrar.
3. El valor absoluto del producto es igual al producto de los valores
absolutos de los factores
lzyzl=lz|lyl |zl

4. El valor absolito del cociente s igual al cociente de dividir el
valor absoluto del dividendo por el del divisor:

‘x| _lx]
vl gl

Las dos {ltimas propiedades provienen directamente de la defi-
niciéon. de valor absoluto,

§ 3. MAGNITUDES YARIABLES Y CONSTANTES

Al medir magnitudes fisicas: tiempo, longitud, drea, volumen,
masa, velocidad, presién, temperatura, etc,, se obtienen sus valores
numéricos, Las matemdticas tratan del estudio de las magnitudes,
haciendo abstraccién de su contenido concreto. Es por ello que, al
hablar de magnitudes, tendremos en cuenta, en lo sucesive, sus
valores numéricos. Hay fenémenos en que algunas magnitudes van
cambiando, es decir, alteran su valor numérico y otras lo mantienen
constante, Por ejemplo, en el movimiento uniforme de un punto
varian el tiempo y la distancia, mientras que la velocidad permanece
constanta.

Magnitud variable, o simplemente variable, es la gque puede
adquirir - distintos valores numéricos. La magnitud, cuyo valor
pumérico no se altera, se denomina constanfe. En adelante, las
variables se designsrén con las letras, z, y, 2, u ..., ete., ¥y las |
magnitudes constantes con las letras a, b, ¢ . . ., etc,

Observacién. En mateméticas, la constante se considera con fre-
cuencia corao un caso particular de una magnitud variable cuyos
valores numéricos son todos iguales.
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Conviene tener en cuenta que, en condiciones fisicas concretas,
una misma magnitud puede ser constante en un fendmeno y variable
en otro. Por ejemplo, la velocidad en el movimiento uniforme es una
magnitud constante y en el movimiento uniformemente acelerado,
una magnitud variable,

Las magnitudes cuyo valor numérico permanece invariable en
cualquier fenémeno se denominan constantes absolutas. Por ejemplo,
la razon de la longitud de la circunferencia y su difimetro es una
magnitud constante, llamada = =~ 3,14159,

Més adelante veremos gue €l concepto de variable es fundamental
en el calculo diferencial e integral. Federico Engels escribe en ¢Dia-
léctica de la naturalezas: «El punto de viraje de las mateméticas
fue la magnitud variable de Descartes. Esto introdujo en las matema-
ticas el movimiento y, con &I, la dialéctica y tambidn, por tanto,
y ri te, el cédlenlo diferencial e integrals,

§ 4. CAMPO DE VARIACION DE LA MAGNITUD VARIABLE

Una magnitud variable puede tomar diversos valores numéricos.
Segin el problema que se considere, el conjunto de estos valores
puede ser también diferente. Por ejemplo, la temperatura del agua,
al calentarla en condiciones normales, variari desde 15-18° C hasta

Fig. 2.

ol punto de ebullicidn; es decir, hasta 100° C, La variable £ = cos a
puede tomar todos los valores comprendides entre—1 y--1.

Los valores de una magnitud variable se representan geométrica-
mente por medio de puntos en el eje numérico. Por ejemplo, los
valores de la variable = cos a son represehtados por un conjunto
de puntos del segmento en el eje numérico, desde —1 hasta +1,

- incluyendo estos puntos, para todos los valores de a (fig. 2).

Definicién. El conjunto de todos los valores numéricos de la
‘magnitud variable se denomina campe de variacién de la variable.

Determinemos los siguientes campos de variacién de la variable
que con frecuencia’aparecerdn més adelante.
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Recibe el nombre de infervalo el conjunto de todos los valores
numéricos de z comprendidos entre dos nimeros dados a y b (a << b},
a excepcién de los extremos, es decir, @ y & no entran én el conjunto
analizado de nimeros, La notacién del intervalo es: (a, b) o, median-
te las desigualdades, a <<z << b.

El conjunto de todos los valores numéricos de z comprendidos
entre los nimeros dados a y b, incluidos estos, es decir, a y b que

‘entran en el conjunto analizado se llama segmento. La notacitn del
segmento es: la, b, o, mediante las desigualdades, a < = < b.
A veces el segmento recibe el nombre de intervalo cerrado.

En el caso de que uno de los nimeros, ¢ o b (a, por ejemplo),
se una al intervalo, y el otro no, se obtiene un infervalo semicerrado,
que puede ser expresado por las designaldades a <Lz << b y cuya
notacién es [z, b).Siseune al intervalo el nimero b, excluyéndose a,
se obtiene el intervalo semicerrado (@, &], que puede expresarse
por medio de las desigualdades :

a<<z<b

Si la variable z adquiere todos los valores posibles, mayores que
a, el intervalo se representa por (@, -+oo) y se determina por las
désigualdades convencionales :

a << x < 4oo.

De esta misma manera se determinan los intervalos infinitos
¥ los infinitos semicerrados, que son dados por las desigualdades
convencionales:

a << +oo; —o0 <2< g —00 < T 0} —00 T T o0,

Ejemplo: El campo de variacién de la variable z = cos &, para cualesquiera
valores de o, es un segmento [—1, 1] que se determina por las desigualdades
— Lr L1

Las definiciones arriba citadas pueden formularse también uti-
lizando el concepto «puntos en lugar del concepto «mGmeros. Por
ejemplo:

El conjunto de todos los puntos z comprendidos entre los puntos
dados a y b (exiremos del segmento), cuando estos pertenecen al
conjunto considerado, se llama segmento.

XotE
r i
Fig. 3.
El intervalo arbitrario (a, b) que contiene un punto dado z,,

es decir, el intervalo (g, b) cuyos extremos satisfacen la condicion
a << xg < b, se denomina vecindad de este punto, Con frecuencia
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ocurre que el intervalo (a, &) es considerado como vecindad (a, b)
del punto x, en que zy es el centro. En este caso. el punto Iy recibe

el nombre de centro de la vecindad; la mngmtud 2 2 s denomina

radio de la vecindad. La fig. 3 representa la vecindad (zy — e, z + &)
del punto zo, cuyo radio es &.

§ 5. VARIABLE ORDENADA.
VARIABLES CRECIENTES Y DECRECIENTES.
VARIABLE ACOTADA

Por convencién, una variable z es ordenada, si se conoce su campo
de variacién y se puede precisar para cada par de sus valores, cuél
de elios es anterior y cudl posterior. Aquf, los conceptos «anteriors
y ¢posteriors no se hallan relacionados con el tiempo, sirviendo sélo
como ¢l método de ordenacidén de los valores de la variable, es decir,
el establecimiento de un cierto orden para los valores correspon-
dientes de esta variable,

La sucesién numérica 2, %, s . . ., &k . . ., puede conside-
rarse como caso particular de una variable ordenada, donde, siendo
k* << k, el valor zy. es anterior y el valor x; posterior, sin dar impor-
tancia cuél de estos dos valores sea mayor.

Definicién 1. La variable se denomina ereciente, si cada su \ralor
posterior es mayor que el anterior. Por el contrario, si cada valor
posterior es menor que el anterior, la variable se denomina decre-
ciente,

Las variables crecientes y decrecientes reciben el nombre de
mondtonas.

Ej lo: Al duplicar el nd de lados de un poligono regular inscrito
en un cfrculo, el drea s de este poligono es una variable creciente Bgl duplicamos
el nimero de lados de un poligona re circunacrito alrededor de un circulo,
su firea es mm variable d.ec.reeiante. bsérvese que no toda variable ha de ser

dear Por ofemplo, la variable r = sena
no €8s monébona siendo u una magnitud creciente en el segmento [0,2n]. Esta
crece, al prinmpio de 0 a 1 y disminuye despuéa de 1 a —1, para luego
crecer de nuevo de —1 a 0. k

Definicion 2. La variahle z se denomina magnitud acotada, si
existe un nimero constante M = O tal que, a partir de cierto valor,
todos los posteriores satisfagan la condicién.

—M Lz M, es decir, [z | < M,

Es decir, una variable se llama acotada, si se puede indicar un-
se%mento [—M, M] tal que, a partir de cierto valor de la misma,
odos sus valores posteriores pertenezcan al segmento indicado.
Sin embargo, no hay que pensar que la variable tome necesariamente
todos log valores d'ei segmento [—M, M]. Por ejemplo, una variable
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que toma diferentes valores racionales en el segmento [—2, 21,
es acotada. Sin embargo, ésta no toma en este segmento valores
irracionales, : i

§ 6. FUNCION

Al estudiar diversos fendmenos de la naturaleza y resolver pro-
blemas técnicos, y, por consiguiente, mateméticos, surge la necesidad
de examinar la variacién de una magnitud en dependencia de la
variacifn de otra, Por ejemplo, al estudiar el movimiento, el espacio
recorrido se considera como una variable que cambia en dependencia
de la variacién del tiempo. De este modo el espacio recorrido es
funciéndel tiempo.

Veamos otro ejemplo. Es sabido que el drea de un circulo se
expresa por: Q = nA% Si el radio R toma diversos valores numéri-
cos, el area @ tomari también valores diferentes, Como vemos, la
variacién de una magnitud causa la variacién de la otra. En el
ejemplo citado, el drea @ es funcién del radio R. Establezcamos el
concepto «funcidny,

Definiciébn 1. Si a cada valor de la variable x, perteneciente
a cierto campo, le corresponds un sélo valor determinade de otra
variable y, entonces ésta serd funocién de z, y podemos escribir
simbo6licamente: :

y=1{), y =9 (2 ete.

La variable z se denomina varigble independiente o argumenio.
La dependencia que existe entre las variables z e y se llama fun-
cional, La letra «f» que entra en la notacién simbélica de una depen-
dencia funcional y = f (¥) significa que han de realizarse ciertas
operaciones con el valor = para obtener el de y. En lugar de y = f (),
u = @ (z), ete., a veces se emplea y =y (z), u = u (z), etc., e
decir, las letras y, u, etc., representan tanto variable dependiente,
como simbolo del conjunto de operaciones que habran de realizarse

n x.

La notacién y = €, donde € es una consiante, significa una
funcién, cuvo valor ¢s constante e igual a C, cualesquiera que sean
los valores de z.

Definicién 2. El conjunto de los valores de z para los cuales se
determinan los valores de la funcifn y, en virtud de la ley f (2}, se
Nlama dominio de deftnicidn de la funeién.

Ejemplo 1. La funcién y = sen z estd definida para todos los valores
do z. Por lo tanto, su dominio de definicién serd el intervalo {nfinito:

oo T+ oo

Observacién 1. Si existe una dependencia funcional entre dos

variables = e y = f (z) y si éstas se consideran como variables orde-
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nadas, de los dos valores de la funcién y* = f (z*) e y** = f (z**).
correspondientes a dos valores del argumento z* y z**, serd poste-
rior el valor de la funcién que corresponda al valor posterior del
argumento. De aqui se deduce la siguiente definicién.

Definicién 3. La funcién y = f (z) se llama creciente, cuando
a un mayor valor del argumento z corresponde un mayor valor de la
funcién. De modo andlogo se define la funcién decreciente.

Ejemplo 2, La funcién @ = nR? es creciente cuando 0 < R < + oo,
puesto que & un velor mayor de R le corresponde un valor mayor de Q.

Observacién 2. A veces en la definicién del concepto «funciéns
se admite que a cada valor de z, perteneciente a un determinado cam-
po, le corresponde no un gélo valor de y, sino varios valores, e, inclu-
50 un mimero infinito de valores, En este caso la funcién se denomina
multiforme, a diferencia de la funcién definida anteriormente, y que
lleva el nombre de funcién uniforme. En lo sucesivo tendremos
en cuenta sflo las funciones uniformes. Si nos encontramos con
una funcién multiforme haremos una indicacién especial.

§ 7. FORMAS DE EXPRESION DE FUNCIONES

I. Forma tabular

En este caso la anotacién de los valores del argumento se efectiia
en cierto orden: z, x,, . . De la misma manera se escriben los

valores correspondientes de la funcién yy, s, . . ., Yp-
x Ty I g feov e e Iy
v n l Vg ] wvw e ¥n

De este tipo son las tablas de las funciones trigonométricas, las
de logaritmos, etc.

Las tablag que seiialan la dependencia funcional que existe entre
magnitudes medidas pueden aparecer también, como resultado del
estudio experimental de fendmenos, Por ejemplo, en una estacién
meteorolégica, midiendo en un dia determinado la temperatura
del aire, se obtiene la siguiente tabla:
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Valor de la temperatura T {(en grados) en funcidn del tiempo t (en horas)

t i 2 3 4 5 & 7 8 2

r 0 |- [—2 -2 —0,5 i 3 5| 4

Esta tabla determina T como funcién de t.

II. Forma grifica

Dado en el plano del sistema de coordenadas rectangulares o car-
tesianas un conjunto de los puntos M (z, y) tal gue ningdn par de
puntos se halla scbre una recta paralela al eje ay, podemos decir

Fig. 4.

que el conjunto mencionado determina una funcién uniforme
y =1 (z). Las abscisas de los puntos constituyen los valores del
argumento y las ordenadas correspondientes, los de la funcidn (fig. 4).

El conjunto de puntos del plano (z0y), cuyas abscisas representan
valores de la variable independiente y las ordenadas, los valores
correspondientes- de la funcitn, se llama grdfica de la funcién dada.

III. Forma analitica

Primero expliquemos el concepto de ¢expresién analiticas.
Se da el nombre de expresidn analitica a la representacién simbdlica
de un conjunto de ciertas operaciones mateméticas que se realizan
en una sucesi6n determinada con cifras y letras. que designan mag-
nitudes constantes y variables. Se entiende por conjunto de opera-
ciones mateméticas no sblo las operaciones elementales (adicidn,
sustraccién, extraccién de raiz, etc.), sino también las que iremos
determinando a medida gque avancemos en el cursoe.

Ejemplos de expresi6n analitica son:

logz —=enx

1 i 2 — V5. 3z, ete.

2 —2
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Si la dependencia funcional y = f () es tal que f designa una
expresion analitica, se dice que la funcién y de z estd exrpresada
analfticamente, Bjemplos de funciones expresadas analiticamente son:
Yoy=at—2 2 y=2tL g y=YT=F 4 y=san 3
5) Q = nR? etc.

Aqui, las funciones estin expresadas analiticamente por medio
dé una férmula (se entiende por férmula la igualdad de dos expre-
siones analiticas). En estos casos podemos hablar
de dominio natural de definicién de la funcién. y) y=x?

El dominio natural de definicién de una fun-
cién expresada analiticamente se compone del
conjunto de valores de x para los cuales la ex-
presién analitica, o segundo miembro de la igual-
dad, adquiere un valor determinado, Asi, por
ejemplo, como dominic natural de definicién
de la funcién y = z* — 2 tendremos el inter-
valo infinito —oo << & < +-co, ya gue la funcién
esta definida para todos los valores de z. La fun- [ X
citn y = i+i estd definida para todos los valo-
res de x, menos para z =1, pues, este valor reduce
el denominador a cero. Para la funcién y = ¥'T — 2%, el dominio
natural de definicién est4 constituido por el segmento —1 <z <1, ete,

Observacién. A veces surge la necesidad de examinar no todo
el dominio natural de definicién de la funcibn, sino parte de &l
Asi, la dependencia del drea @ de un circulo de radio R sodetermina
por la funcién @ = nR® Al considerar esta férmula geométrica
aparece en calidad de domimo de definicién el intervalo infinjto
0 << R << +-cc, mientras que el dominio natural de definici6n de la
funcién dada es el intervalo infinito —oo << B < -+ oo,

5i la funcién y = f (z) viene expresada analiticamente, puede
representarse de manera gréfica on el plano de coordenadas zOy.

Asi, por ejemplo, la grifica de la funcién y = 2* es la paribola repre-
sentada en la figura 5, toe

Fig. 5.

§ & FUNCIONES ELEMENTALES FUNDAMENTALES,
FUNCIONES ELEMENTALES
Las funciones el tales fund tales expresadas analitica-
mente son las siguientes:
1. Funcién potencial: y = z*, donde ¢ e3 un nfimero real *

*} Siendo @ un nimero irracional, esta funcién se caleula, tomando loga-
ritmos y antilogaritmos: log y = a log z, suponiendo = > 0.

2534
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1. Fu{widn exponencial: y = a*%, en la que & €3 un nimero
positivo, diferente de la unidad.

111, Funeién logarftmica: y = log, = en la cual la base a es un
piimero positivo diferente de la unidad,
1V. Funciones trigonométricas:
y=sen z, y =cosz, y=tgz
: y=colgz, y=sec z, § = COSEC ZX.
V. Funciones trigonoméiricas inversas:
y = arcsén x, Yy = arccos x, y = arcig z,
y = arccotg z, § = Arcsec z, y = AIrCCOSEC T.

Il

Examinemos los dominios de definicién y las grificas de las
funciones elementales fundamentales.

Funcién potencial, y = z%,

1. @ es un mimero entero positive. La funcidn estd definida
en el intervalo infinito —eo < z <C +oc0. En este caso, para ciertos

L y_x4
Y X3
¥
X

Fig. 8. Fig. 7.

valores de ¢ las grificas de la funcién toman las formas que se expo-
nen 'en las figuras 6 y 7.

2. @ es un hiimero entero negativo, En este caso, la funcién estd
definida para todos los valores de z, excepto para z = 0. Las gréficas
de Ja funcién para ciertos valores de @ se exponen en las figuras 8 y 9.

En las figuras 10, 11, 12 tenemos las graficas de la funcién poten-
cial cuyos valores de & son niimeros racionales fraccionarios.

Funcién exponeucial, y = %, a >0, a 5= 1.
Esta funcidén esti definida para todos los valores de x. Su gri-
fica estd representada en las figuras 13 y 14.

Funcién logaritmica, y = log, z, a >0, a 1.
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Esta funcién estd definida para los valores de z > 0. Bu grifica
se muestra en la figura 15,

Funciones trigonométricas. En las férmulas y = sen z, etc., la
varighle independiente  se expresa en radianes. Todas las funciones
trigonométricas indicadas son periédicas.
Y] Su definicién general es como sigue:
Definicién 1. Le funcién y = f (2)
se denomina periddica, si existe un ni-
mero constante C tal que, al sumearlo
(o restarlo) al argumento z, el valor de
la fancién nosealters, f (z -+ €y = f (z).
El valor minimo de este nfimero cons-
tante se denoming perfodo de la fun-
ci6én; en lo sucesive lo designaremos por
21. Segtn la definicién, la funcién y =
=sen r es periddica, cuyo periodo es
igual a 2n: sen z =sen (z 4 21). El
perfodo de cos z es también igual a 2. Del mismo modo, el periodo
de las funciones y = tg z e y = cotg x es igual a =,
Las funciones y = sen x e y = cos x estin definidas para todos
los valores de z. Las funciones y = tg z @ y = sec z estfin definidas

Fig, 15.

v
=T,
g .. SR
Zr Er G B X
4

Fig. 17.

en todos los puntos, excepto z = (2k 4 1) % k=0,1,2...%

las funciones y = cotg £ e y = cosec z estdn definidas para todos
los valores de z, excepto para z =Fkn (k =0, 1, 2 s

Las graficas de las funciones trigonométricas se muestran en
las figuras 15-19. Méas adelante examinaremos detalladamente las
funciones trigonométricas inversas.
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Introduzeamos ahora el concepto de funcién de funcién. Si y es
una funcién de u y u depende, a su vez, de una variable z, entonces,
y también depende de z.

yy.x

W{g x

oy

N
e e i
L)

Fig. 18. Fig. 19.

Siy=F(w) y u=q(), la luncién y de z serd:
y=Flg (2]
Esta funcién se denomina funcidn de funcién o funcién compuesta.

Ejemplo 1. Sea y = sen u, u == 23, La funcién y = sen (z¥) es una fun-
cién compuesta de z.

Observacién. El dominio de definicién de la funcién y = F [ (z))
estd constituido por todo el dominio de la funcién u = ¢ (z), o bien
por la parte do éste en que se definen los valores de u gue no salgan
fuera del dominio de la funcién F (u).

Ejemplo 2. El dominjo de la funcitny = 1T — =8 (y = V' u = 1 — 1%)
ez o] segmento [—1, 1], vaque u <0y |z | =1 y, por lo tanto, la funcién
Vu no eatd definida para estés valorés de z (aunque ln fungién u = 1 — 23
estd definida para todos los valores de z). La grafica de esta funcién se repre-
senta como la mitad superior de ha .cireunferencia cuyo centro cuincide con
el origen de cogrdenadas, siendo el radio de la misma igual a la unidad.

La operacion ¢funcién de funcién» puede efectuarse no sélo
una vez, sino cualquier nimero de veces. Por ejemplo, la funcién
¥ = In [sen (z* 4 1)] se obtiene, efectuando las siguientes operacio-
nes (es decir, determinando las siguientes funciones):

v=2a2+4+1, u=senv, y=Inu
Definamos ahora el concepto de funcién elemental,

Definicion 2. La funcién que puede ser dada por la farmula de
la forma y = f (z), donde el segundo miembro de la igualdad estd
compuesto de funciones elementales fundameuntales y constantes,
mediante un nimero finito de operaciones de adicién, sustracci6a,
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multiplicacién, divisién y funcién de funcién, se llama funcidn

De esté definicién se deduce que las funci expresadas anali-
ticamente son funciones elementales,

Ejemplos de las funci 1 tales son:
—— _logz--4 1?'=+25
y=)Y 1+ 4sen?z; s 10

EJPIO de fnnmﬁn no elemental:

wn[y={(n}] es uoa Muncién no elemental, dado que
el nu.mem de opera.c:ones que deben efectvarse para calcular v va aumentando
a medida que crece n, ¢s decir, el nimero de operaciones e3 infinito.

¥

o 1 2
Fig. 20.
Observacién. La funcién expuesta en la figura 20 es elemental
aunque viene expresada por dos firmulas:
f(@) == 8 Oéz-éi‘ f@=2z—1,si1<z L2

Es posible d ar que esta funcién puede expresarseé con una
sola férmula y = f (z}. iricluida entre las indicadas en la defini-
ciébn 2. (Véanse los ejemplos 139 al 144 de los ejercicios para el
capitulo V).

§ 9. FUNCIONES ALGEBRAICAS
Son funciones algebraicas las funciones elementales siguientes:
I. Funeidén racional entera o polinomio

y=az" +az"" '+ ... +a,

donde ay, ay, . .., @, son nimeros constantes que llamamos coefi-
cientes; n» es un eptero no negativo, llamado grado del polinomio.
Evidentemente, !a funcién indicada est4 definida para todos los
valores de z, es decir, en un intervale infinito.

Ejemplos: 1.y = oz | b es una funcién lineal. 51 b = 0, la funcién lineal
v =az uxpresafa prop 1 de y resp azr.8la=0,
= b, la funcién es constante,
2. yp= az®+ br + ¢, e3 una funcidn cuadrética.
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La grafica do la funcié dritica es una sarﬂmln (fig. 21).
Estas lunciones har sido estudiadas detalladamente en el curso de geo-
metrfa analftica.

Y aso Y) a<o %

(@)
Fig, 21

. Funeién racienal fracci ia. Esta funcién se expresa como
la razén de dos polinomios:

a” + a4 ... e,

b+ BT ... -+ bm

Como ejemplo de una funcibén racional fraccionaria puede servir
: e y

Y==

(@ %)
Fig. 22

la funcién y = ;, que expresa una dependencia inversamente pro-

porcional. Su grifica se muestra en la figura 22. Es evidente que la
funcién racional fraccionaria estd definida para todos los valores
de z, excepto para aquellos que reducen el denominador a cero.

II. Funcién irracional. 8i en el segundo miembro de la igualdad
y = f (z) se eféctan operaciones de adicién, custraceidén, multi-
plicacién, divisibn y elevacién a potencia, siendo los exponentes
niumeros racionaleés, no enteros, la funcién de y en dependencia de
z se llama irracional. Son trracionales las fur:icnes siguientes:

4 y="Vaz, ete.
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Obsérvacién 1. No todas las funciones algebraicas estin compren-
didas en tres tipos de funciones mencionades. Se denomina funcién
algebraica cualguier funcidén y = f (z) que satisfaga una ecuacidn
de la forma

B@y" + P @y T o P, (2) =0, )

donde, Pg (z), Py(x), ..., P, (x) son ciertos polinomios de z.

Se puede demostrar que cada una de las funciones que pertenece
a los tres tipos mencionados satisface cierta ecuacién de la forma (1);
pero no toda funcién que satisfaga esta ecuacidén pertenecerd a alguno
de los tres tipos denominados.

Observac¢ion 2, La funcién que no es algebraica se llama
transcendente. Son funciones transcendentes:

y=cosz; y=10% etc.

§ 10. SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

La posicién de un punto en el plano se puede determinar por
medio del sistema de coordenadas polares.

Elijamos en el plano un punto @, que llamaremos pole y una
recta o efe polar, que tiene su origen en €l punto 0. La posicién de

e

L
-2

Fig. 23

un punte M en el plano se determina por dos nimeros: p y ¢, El
primero indica la distancia del punto M al polo y el segundo, el
valor del dngulo formado por el segmento OM con el eje polar. Para
calcular el 4ngulo ¢ se considera positiva la direccién contraria
#-la de las manecillas del reloj. Los niimeros p y ¢ se denominan
edgordenadas polares del punto M (fig. 23).
-~ Kl radio vector p se considera siempre no negativo. Si el &ngulo
polar ¢ varia en los limites 0 < ¢ << 2xn, a cada punto del plano,
& ¢xcépeion del polo, le corresponde un par determinado de nimeros
o'y 9. En el polo, p = 0 y ¢ puede tener cualgquier valor.
~Delerminemos ﬂa relacién que existe entre las coordenadas pola-
res -y las rectangulares o cortesianas. Supongamos que el origen de
coordenadas rectangulares coincide con el polo y la direccién positiva
del eje Oz, con el eje polar. Veamos ahora la relacién que existe
entre las coordenadas cartesianas y las polares de un mismo punto.
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En Ia figura 24 se ve:

Z = pcos g, y = p sen @ e inversamente p = V2% + 35 tg ¢ = -E—
Observacién. Determinando ¢ hay que tener en cuenta el cuadran-

te en que se halla el punto y tomar el valor correspondiente de g.
En el sistema de coordenadas polares la ecuacién p = F ()

determina una linea.

Ejemplo 1, En coordenadas polares la ecuacitn p = a, donde & = const,
determina una circunferencia de radio a y centro en ol polo. La ecuacién

71 (AF

e —
x=poosg
Fig. 24 Fig. 25
de la misma _circunferencia (fig, 25) en of sist de_coordenadas r lares,

trazado en la forma expuecsta en la figura 24, serd:

VL pi=a 6 224 y2=al.
Ejemplo 2.
p=ap, donde a=-const,

Veamos la tabla de valores de p para algunos valores de g:

§:‘t a §r|: 2n In 4

v 3 3

L]
[CH =)

p|0|=~0,78a] 1,570}~ 2,360}~ 3,14a| =~ 4,71 a| = 6,28 4| =~ 9,42 a|= 1256

Fig. 26 Pig, 27
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La curva correspondiente se muestra en la figura 26 y se llama espiral
de Arquimedes.

Ejemplo 3.
p=2aC03 9.
5
Esta es la ecuacién de wna circunferencia de radio e y centre en el punte
po=a y p=0, (fig. 27). Escribamos la ecuacién de esta circunferencia en
coordenadas rectangularcs. Poniendo en esta ecuacidn p=TV=Fyl, cosg=

—.m , obtendremos: /7 & 3= 2a V-;:i-‘;d; , 0 sea, z3+4 2 —2ar=0.
(] z
Efercicios para el eapitulo I

”3)1 " ggda la funcién f(z) = 2* + 6z — 4. Comprobar que f(i) =3,
2. ffz)=z241, Calcular los valores:
a; ! gi). Respuesta: 17, b) f{1/2). Respuesta: 3. c) f(a+ 1). Respuesia:
o + BT 2. d) fla) -+ 1. Respuesta: a®- 2. &) {(a%- Res‘puesta: at'4 1.
f) [f (a)]3. Respuesta: a® -k 2a? + 1. g) f(20). Respuesta: 4a® - 1.
3. Wtz)=g 2115. Escribir las expresiones: @ (—:—) ¥ el Respuesta:

Ly _ 1 8z e
‘P(—— I e T | Bz -5

£ 85z glx) ey 2oy

A 1 (#)= V=2 4. Escribanse las expresiones (2x) ¥ Pi0). Respuesta:
B2 =2 VAL §(0)=2. g

5, [{B)=1g 8. Comprobar la igualdad :(za;=_1—_2%%-ﬁ;.

6. r.p(x).—_dog.:-i—;. Comprobar la igualdad g(a)+9(b)=9 (;T?;) 5

% f&;] = logz; @ [.? — 8. Escribir las expresiones: a) f g (2}]. Res-
puesta; 3 nf 2.b)f {9 (a)]. Respuesta: 3 log a. ¢} @ (f (a)]. Respuesia: (log al®.

8. Hallar ¢l dominio natural de definicién de la funcidn y = 2z% + 1.
fespuesta: — oo <z << 4 oo,

9, Hallar los dominios naturales de definicion de las funciones:
a) VI1—2%. Respuesta: —1<z<+1. h) Va-z+y T—=z. Respuesta:
—3Zz2LT. ) Veta—yr—b. Respuesta: —en <z <+ d) zt:'
Respuesta; ¢ <= a. v) arcsen? z. Respuesta: —1 Lz <1, ) y=1logx. Respuesta:
23>0, g) y=o% (2 >0). Respuesta: —oo <Lz <+ o,

Construir las graficas de las funciones:

10, y=—3245. 1, ymopeibd 1% p=3—2e 13 yeaty2e—i.

14. -“;L_T' 15, y=sen 2z. 16. y=cosdz. 17, y =2 —4z 6. 18. ""’tixt'

19, y=sen (1-{-—2—) . 20, y=ros (.,.,.:';_) . 2, y-:T.g—if:.. 22. |r=.€018—i‘-3-

23, y=3r. 24 y=2"*% 2. y=log— . 26. y=zI+1 27, y=d—zd
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1 i
B oy=p. 2 yeet 0. y=S B ymad B2 ymz 2 3. y=id,

B

84 y=|z|. 95. y=logy|z|. 36. y=logg(1—=z). 37. p=2sen (2::—}--2—)
8, pm&m(:+~)
29, La funcién f {z) esti definida en el segmento [—1; i]del modo siguiente:
(@ =14z para —1gz<O;
f(z)=1—2z para O0Lax<1.
40, La funcitn f () estd definida en el segmento [0: 2] del modo siguiente:
flz)==2 para 0<Lz<H;
flz)=z para 1gzg2.
Constroir las curves dadas por ecuaciones polares:
4. p-% (espital hiperbélica), 42. p=a® (espiral logaritmica). 43, p=
=a }/cos 2p (lemniscata). 44. p—=a (1 —cos @) (cardioide). 43. p=a sen3p.



CAPITULO 1

LIMITE. CONTINUIDAD DE LA FUNCION

§ 1. LIMITE DE LA MAGNITUD VARIABLE,
VARTABLE INFINITAMENTE GRANDE

En este parrafo trataremos de las magnitudes ordenadas gue
varian de un modo especial, determinado por la expresién «la varia-
ble tiende a un limiter. A continuacién el concepto de limite de la
varlable desempefiard un papel [undamental ya que con 6l estén
relacionados los conceptos fundamentales del andlisis mateméticor
derivada, integral, etc.

Definici6n 1. El nimero constanteé a ze denomina [lmife de la
variable x, si para cualquier nfiimero infinitesimal positivo e pre-
fijado, se puede indicar tal valor de la variable z, a partir del cual
todos los valores posteriores de la misma satisfacen la desiguaidad

|z —a|<Ce.

Si el nimero @ es el limite de la variable z, se dice que = tiende
al limite a; su notacién es:

z-»-adlimz = a,

En términos geométricos la definicién de limite puede enunciarse
asi: el nimero constante a es el lfmite de la variable z, si para cual-_
quiera vecindad infinitesimal prefijada de radio & y centro en el
punto g, existe un valor de x tal que todos los puntos correspondien=
tes a los valores posteriores de la variable se encuentren dentro
de la misma vecindad (fig. 28), Exuminemos algunos ejemplos
de variableg que tienden al limite,

Ejemplo 1, La variable z loma sucesivamente los velores xy=1+1)
===1+-2-; Ia.ni“l";—i :,,=i-i-—-:i~:

Comprobemos que esta variable tiend por limite la unidad.

Tenemos:

it} (145}~ -
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Para cualquier e todos leg valores posteriores de la variable, a partir de n,
dende % <& 6 n>—, satisfacen la desigualdad | zn—1| < e, que ea lo que

8o trataba de demostrar.
Observemos que, ¢n este caso, la varieble tiende al limite decreciendo
al mismo tiempo,

Ejemplo 2. La variable = toma sucesivamente los valores
1 1 i
:1m.i—§; x===i+§r: z,—t—-fl—;
B . RIEE o C NI Sr
El limite do esta variable es la unidad. En efecto,
1 1
|=,.-.1|-.J [1-;-(—1)"3,,)—1,..2_“
Para cualquier &, a partic de n, que satisface la correlacidn 2—1,-< g, ¥y de
la enal sa deduce que
1 1 '°3%
n — —
B>5, nlog2>logg 6 n> o,
todos los valores posteriores de x satisfarén la correlacién
lzn—1|<e.

En el caso considerndo, la variable tiende &l limite coscilando alrededor
de 6ls, es decir, tomando valores unas veces mayores y otras, menores que éste.

' 2e
0 a~E
x-al

Fig. 28

Observacién 1. En el capftulo 1, § 3, se ha indicado que la
magnitud constante ¢ se considera frecuentemente como una variable
cuyos valores son siempre iguales: z = e.

{is evidente que el limite de la constante serd igual a la misma
constante, dado que siempre se cumple la desigualdad |z —¢| =
= |¢ —c¢ | =0< e, independientemente del valor que tenga e.

Observacién 2. De la definicién de limite se deduce que una
magnitud variable no puede tener dos limites. En efecto, si lfm z =
=a ¥ lim z = b (e << }), entonces z debe satisfacer las dos desi-
gualdades simultineamente: |z — e <<ey |z — b [ < & siendo &

arbitrariamente pequefio, pero esto es imposible, si e < 2%3 (lig. 29).
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Observacion 3. No toda variable tiene limite. Supongamos que
la variable z toma sucesivamente los siguientes valores:

1 i 1 i 1
a=gi Bm=l-g; H=gi.u=l-gg
Lot = oy

(fig. 30). Siendo k lo_suficientemente grande, el valor z,, y todos
los valores posteriores, de subindices pares, se diferenciaran de la
unidad en una cantidad tan peguefia como se quiera, mientras que

) Ev———5 % %
\_; X N2 0 2 + + ';
{3 £<~b2'£ 2e

Fig. 29 Fig. 30

el valor siguiente ., vy todos los valores posteriores de z, de subin-
dices impares, irdn diferencidndose de cero en una cantidad tan
pequeiia como se desee, Por tanto, la variable z no tiende al limite.

En la definicién de limite se indica que si una variable tiende
al limite a, éste debe ser un nimero constante:. Pero el concepto
«tiende» se usa también para caracterizar otro tipe de variacién
de la variable, como veremos en la definicién que sigue.

Definicion 2. La variable x tiende al infinito, si para cualquier
numero positive M prefijado se puede elegir un valor de x tal que,
a partir de él todos los valores posteriores de la variable satisfagan
la desigualdad |z | =M.

La variable = que tiende al infinito, se denomina infinitamente
grande y esta tendencia se expresa asi: z — oo,

Ejemplo 3. La variable z que toma los valores:
xy0 =4 =2 z3=—3; ...} Ta=(—1)"; ...

es infinitamente grande, ya que para cualquier valor de M == 0 todos los valores
de Ja variable, a partir do uno de ellos, son mayores en valor absoluto que M,

La variable z ¢tiende al infinito con signo emds», z— +o0, si M
e3 un nimero positivo cualquiera de tal manera que, a partir de cierto
valer, todos los valores posteriores de la variable sastifagan la desi-
gualdad M < z.

Como ejemplo de una variable que tiende al infinito con signo smiss puede
sorvir lu variable z que toma los valores 2y = 1, 2a =2, . .., 2y = n.
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La variahle z tiende al Inifinito con signo emenoss z —+ — oo, sl M ¢s un
nimere positivo cualquiera de tal mancra ;}ue todos los valores sucesivoa
de la variable, a partir de alguno de ellos, satistagan la designaldad = << — M,

Por ejemplo, la variable z, que toma los valores zy = — 1, s = —2, ...

vy EIn=—n,,.. tiende a — co, .

§ 2. LIMITE DE LA FUNCION

Examinemos algunos casos de variacién de una furicién cuando
el argumento x tiende a un limite a o al infinito.

Deflnicién 1. Supongamos que la funcién y = f (z) estd definida
en determinada vecindad del punto a o en ciertos puntos de la misma.

La funeion y = f (z} tiende al limite b (y — b) cuando z tienda a
a (z — a}, si para cada nimero positivo e, por pequeio que éste sea,
es posible indicar un nimero positivo § tal que para todos los valores
de z, diferentes de @, que satisfacen
la desipualdad* |z —a | <6, 3¢ g
verificard la desigualdad: e

H@—bl<e -

8i b es el limite de la funcién p-c
f (z), cuando x — @, su notacién es:

lim f(z) =

@6 @ atd X

o bien f (z) = b, cuando z — g.

Si f(z)—>b, cuando z-»a,
entonces en la grifica de la funcién Fig. it
¥ = f(z) esto se interpreta asf (fig.
31): puesto que de la desigualdad
|z—a|<<§ g8 deduce |f (z) — b |<< e, entonces, todos los puntos
M en la grafica de la funcién y = f (z), correspondientes a los puntos
Z que se encuentran a una distancia no mayor que & del punto a,
se localizardn dentro de una banda de ancho 2e, limitada por las
rectas y=b—e e y=>b-+e.

Observaclon 1. El limite de la funcién f (z), cuando =z -» g,
se puede definir también del modo siguiente.

_*) Aqui se tienen en consideracién aquellos valores de z que, satisfaciendo
la desigualdad | z — a | << &, pertenecen al dominio de definicién de la fun-
cifn. En adelante, consideraciones de este tipo las encontraremos con frecuen-
cia. Asi, al examinar la variacién de una funcién, cuando x —~ oo, puedo. ocurrir
que la foncién esté definida s6lo para valores eateros y pesitivos de z. Por
consiguiente, en este caso z tiende al infinito, tomando sélo valores enteros
pogitivos. En lo sucesivo prescindiremos de explicaciones de este tipo.




3] Limite. Continuidad de la funciin

Supongamos que la variable z estd ordenada de tal menera que si
lz* —a|>|z** —a |,

entonces, z** es valor posterior, y z*, el anterior. Pero sai
|z —a|=[t"" —aly 2" < 7,

entonces z** sera el valor posterior y x*, el anterior.

En otras palabras, de los dos puntos en el eje numérico, serd
posterior el que esté mds cerca del punto a; si son equidistantes
serd posterior el que se encuentre a la derecha del punto a.

Supongamos que la variable r, ordenada del modo indicado,
tiende al limite a [z —+ @ 6 lim z = 2).

Examinemos ahora la variable y = { (z). En este caso y en lo
sucesivo consideraremos que de dos valores de la funci6én, posterior
serd el gue corresponda al valor posterior del argumento.

*Si la variable y definida del modo indicado, tiende a un limite b,
cuando x tiende » a, escribiremos:

Iim f{I) = b.

x=+a

En este caso diremos que la luncidn y = f (z) tiende al limite b,
cuando z — a.

Es ficil demostrar que las dos definiciones de limite de la
funcifn son equivalentes.

Observacion 2. Si f (z) tiende al limite b;, cuando z tiende
a cierto nimero a de modo que x toma s6lo valores inferiores a éste,
su notacién es lim f () = b, siendo

Y

a0
Y=o by el limite de la funcidn f (z) en el punto
a wpor la izquierdas, En caso de que
z tome sdlo valores mayores que a,
la notaci6n serd lim f (x) = b,, siendo

xsa+l

By by el limite de la funcién en el punto

b a wpor la derecha» (fig. 32).
y Se puede demostrar que, si los li-
mites ¢por la izquierda» y epor la
2 a ¥ derecha» existen y son iguales, es decir,
Fig. 52 si by = by = b, entonces b serd el
; limite de esta funcién en el punto a en
el sentido que acabamos de exponer. Y reciprocamente, si existe el
limite § de la funcién en el punto a, existen también limites de la
funcién en el punto a «por la derecha» y «por la izquierdar que

son iguales.
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Ejemplo 1. Demostremos que lim (3z 4 1) = 7. En efecto, supongamos
X -
que estd dado arbitrariamente & = 0; para que se cumpla la desigualdad
[{3z4-1)—=T|<e,
es necesario que sean cumplidas las desigualdades siguientes:

|3r—B|<e, lr—2i<g, —g<r-2< 7.

De este modo, cunlguiers que sea &, para todos los valores de = que satisfa-
gan la desiguallad | r — 2 |<.'_-;- = & El valor de la funecidn 3z 4 1
se diferenciard de 7 en una magnitud menor que e. Esto significa que 7 es el limi-
te de la funeién cuando = — 2

Observacion 3, Para que exista el limite de la funcién, cuando
r — a, no es necesario que la funcién esté definida en el punto z = a.
Cuando se busca el limite, se examinan los valores de la funcién,
diferentes de a, en la vecindad del punto a. Examinemos el ejemplo
giguiente,
24

F—) =4

Ejemplo 2. Demostremos que lim
X2

2 __
Aqui la [uncidn KT_:-;E no cstd definida en el punto r = 2.

Es necesario demostrar que, siendo & un numero cunlguiera arbitrario,
se encontrara tal & gue se cumpla la desigualdad

i< tn
a condicion de que | 2 — 2 | «= & Pero cuando z <= 2, la desigualdad (1) es equi-
valente a:
i L‘_—;‘l_‘_“;i_ A=z p2)—b|<e.
[
j]z—2| <& (2

Asi pues, siendo e arbitrario, la desigualdad (1) se verificard, si se cumple
la desigualdnd (2) (aqui, & — #),

Esto significa que ln funcidn dada tiene por limite ol nimers 4, cuande
z - 2.

Examinemos algunos casos de variacidn de la funcién, cuando
I —+ 0o,

Definicion 2. La funcién f (z) tiende al limite b cuando z — oo,
si para cualquier nimero positivo e arbitrariamente pequefio existe
un numero positive N tal que para todos los valores de x que satis-
facen la desigualdad | x| = N, se cumpla la designaldad

[[(z) —b|<e.

Ejemplo 3. Demostremos que

lf:l; (il—') 1, o bien ,l_i.':, [I }%) -1,
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Pa;g ello o3 necesario demostrar que siendo & un nimero arhitrario se cum-
plird la desigualdad

I(i-}-%‘]—li(z. (3)
siempre que | z| > N, dependiendo N de la eleccion de e.
La dpsigualdad (3) es equivalente a otra: |—i—lé e, que se cumplivd
a condicidén de gue .
(21> =N,

Esto gignifica que lim (‘H—l)c lim z—+-1=i (fig. 33).
Ao x Tepi

x

\ yareg

Y

| PRI/ it
1-— T i

Fig. 38

Conociendo el sentido de los simbolos z— 400 ¥y z—- —oco, es
avidente el significado de las expresiones:

«f () tiende a b cuando z— +oo» ¥
of (z) tiende a b cuando z — —oon,
las cuales simbélicamente se escriben asi:

m f(@)=b, lim f(zx)=b.

x> oo

§ 3. FUNCION QUE TIENDE AL INFINITO.
FUNCIONES ACOTADAS

Hemos examinado los casos en los que la funcién f{z) tiende
a cierto limite b, cuando z—a 6 z — co,

Examinemos ahora el caso cuando la funcién y = f (z) tiende
al infinito, para una determinada forma de variacién del argumento.

Definicién 1, La funcién f (z) tiende al infinito cuando z— a,
es decir, es una magnitud infinitamente grande cuando z —a, =i
para cualquier nimero positivo M, por grande que sea, existé un
valor § > O tal que para todog log valores de z diferentes de a 'y que
satisfacen la condicién |z — e | << 6, se cumpla la desigualdad
1f@) | > M '
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Si 7 () tiende al infinito cuando x — a, se escribe

lim f(z) = eo
6 f (z) — oo cuando z -+ a.
Si f (z) tiende al infinito, dozxr—a,t do sb6lo valores

positivos, © bien sflo negativos, se escribe, respectivamente:
lim f (z) = koo 6 lim f (2) = —oo.
-0 G

1
Ejemplo {. Demostremos que li‘.m‘ m--}-m.

En efecto, para cualquier A >0 tenemos:

1
(1—x)8 > M,
siempre que:

U—N< g (=2 <.

Vi
La funcién (1_1331 toma sélo valores positivos (fig. 34).
L7
Y
M
F
7 X
.—--"/ i
o f !
Fig. 84 Fig. 85

b
Ejemplo 2. Demostremos que lim (—l] =00, En efecto, para cunl-
0 b4
quier M >0 tenemoas; !

1
=% |>».
siempn_a que:

J21=12=0 | < =5
Aqui [_%) >0, pars =<0 y (--}-) <0, para =0 (fig. 35).
. "
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Si Ia funcién f (z) tiende al infinito cuando z — oo, 88 escribe:
lim f(z) = oo,
P

T a d

¥y, en parti v P

lim f=o0, lm f@=eco, Im f(g)=—oo.
PR . X - — 00 ==+ 4+ oo
Por ejemplo,

lim .‘.l.'z=~+~ oo, lim #*=—o00, etc.

-+ Xt —oo

Observacién 1. No es forzoso que la funcién y = f (z) tienda
a8 un limite finito o al infinito, cuando z —a 0 z — oo,

Ejemplo 8. La funcién y = senz, delinida en el intervalo ilimitado
— D0 << Z < oo, cuando £ — oo, no tiende a un limite finito, ni al infinite

Fig. 36

Ejemplo 4. La funcién y = sen %, delinida para todos los valores de =,

excepto x = 0, no tiende a un limite finito, ni La.mruco al infinito, cuando
2= 0. La grifica de esta funcién se exponc en la fig. 37.

Filg. 87

Definicion 2. La funcién y = f (z) se denomina acotada en el
dominio dado de variacién del argumento x, si existe un nitmero
positivo M tal que para todos los valores de = pertenecientes al
dominio considerado se cumpla la desigualdad |f(z) | < M. Si
el ndmero M no existe, se dice que la funcién f (z) no estd acotada
en el dominio dado,
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Ejemplo 5. La funcién p = sen z, definida en el intervalo infinito
— oo < <+ oo, €8 una funcién acotada, dado que para todos los valores
de x se verifica:

[senz | << 1=,

Definicién 3. La funcién f(z) se denomina acotade, cuando
z—- @, 8i existe una vecindad con centro en el punto ¢ en la cual
dicha funcidn estd acotada.

Definicién 4. La funcién y = f (z) se denomina acofada, cuande
Z — oo, si existe un ndmero N > 0 tal que para todos los valores
de z que satisfacen la desigualdad |z | > ¥, la funcién f (z) esté

acotada, é
El problema del acotamiento de la funcién que tiende a un limite
se resuelve por medio del siguiente teorema.

Teorema 1. §i lim f(z) = b, siendo b un mimero finito, la
funcién f (z) estd acotada cuando x —» a.
Demostracién. De la ignaldad lim f (z) = b se deduce que para

X=+Q
cualquier e > 0 se encontrari un nimero § tal que en la vecindad
a—8<z<a- 6 se cumpla la desigualdad

1f@—bl<e
@ lI<<lbl+e

Esto gignifica que Ia funcién f (x) estd acotada, cuando z — a.
Observacion 2. De la definicién de funcién acotada f(z) se
deduce gue si

o sea,

lim f(f)=o00 6 lim f(z)= oo,

x=+a
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es decir, si f (z) es infinitamente grande, esta funcién no esté acotada.
La notacién reciproca no es cierta; es decir, que una funcién no
acotada puede no ser infinitamente grande.

Por ejemplo, la funcién y = z sen z, cuando z— co no estd
acotada, ya que para cualquier M > 0 se pueden encontrar valores
de x tales que | zsen z | = M. Pero la funcién y = z sen £ no es
infinitamente grande, pues se reduce a cero; cuando z = 0, -7, 2m ..
La gréfica de la funcién y = z sen z estd expuesta en la fig, 38,

Tepreaa:d St Monf () = b=a0, le functbn: ye }-—1 esth
L=l {z)
acotada, cuando = — a.

Demostracién. De la hipétesis del teorema se deduce que para
cualquier & > 0 arbitrario, en cierta vecindad del punto z = a
tendremos: | f(x) — b | <<e, 6 |Jf(@|—1bll<<e, 6 —e<<C

<if(®|—Ibl<eb|bl—e<|{f(®]<|bl+e De las
Giltimas desigualdades se deduce:
1 - 1 1

- = =
|6l —e |f(@]  |&l+e
Al tomar, por ejemplo, & = 1.-15 | b |, tenemaos

10 1 10
e S e S
9lal  If(=)] 11]b]

lo que significa que la funcién —— esté acotada.

1
(=)
§ 4. INFINITESIMALES Y SUS PRINCIPALES PROPIEDADES

Examinemos en este pérrafo las funciones que tienden a cero,
para cierto imodoe de variacién del argumento.

Definicién, La funcién o = a (z) se denomina infinitamente
pequeiia  (infinitesimal), cuando zr—>a@ o cuando z— oo, si
lima(z) =0 6 lim a(z)=0.

E ol X=von
aDa la definicién de limite se deduce que si, por ejemplo,
lim @ (z) = 0, esto significa que, para cualguier nimero positivo

al
::pmlijado y arbitrariamente peguefio, se encontrard 6 >0 tal
que para todos los x que satisfacen la condicién |z —a | <&, se
verifique la condicién | o (2} | < e.

Ejemplo 1. La funcién a=(r—1)2 es infinitamente pequeiia, cudndo
z—*‘i, dado que lir:{ o= li;r; (z—~1)2==0 (fig. 39).
E S -+l



Infinitesimales y sus principales propledades 39

¥
Y k
i Bt e
‘L-\: 7 X
{4
dJ1 4 x
Fig. 39 Ptg. 40

Tendrd mucha importancia en adelante la correlacién siguiente:

Teorema 1. §i la funcién y = f (z) puede ser representada como
suma del nimero constante b y la magnitud infinitamente pequeiia o:
y=b+a, 1)
se tiene que
lim y = & (cuando z —+a 6 z — co).
Reciprocamente, st 1im y = b, se puede escribir y = b + a, donde o
es una magnitud infinitemente pegueiia.

Demostracién. De la igualdad (1) se deduce que |y — & | =
= | a |. Pero cuando e es arbitrario todos los valores de a, a partir
de uno de ellos, satisfacen la desigualdad | @ | << e; entonces, para
todos los valores de y, a partir de alguno de ellos, se cumplira la
desigualdad | y — & | << e, lo que significa que lim y = 5.

Reciprocamente: si l1im y = b, entonces, para e arbitrario para
todos los valores de y, a partir de uno de ellos, se verificarf la desi-
gualdad |y — & | << e. Pero, si designamos y — b = a, entonces,
para todos los valores de a, a partir de alguno de ellos, tendremos
|a | <e, lo que significa que & es una magnitud infinitamente
pequeiia.

Ejemplo 3. Dada la funcién 5|i=1+% (Fig. 41), es evidenle que
lim y=71.
x*wﬁecipmmentn. si lim y=1, la variable y puede ser representada como
Eama-]
suma del limite 1 y la infinitesimal q.:%. es decir, y=1+a.
Teorema 2. Si a = a (z) tiende a cero, cuando z — a (0 cuando
2 — 00), sin reducirse a cero, se tendrd que y = = tiende al infinito.
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Demostracién, Por grande que sea M = 0, se cumplird la desi-
gualdad l—é—i = M, siempre que se cumpla |a [ < % La dltima

desigualdad se cumplird para todos los valores de a, a partir de
alguno do ellos, puesto que a (z) — 0.

Teorema 3. La suma algebraica de dos, tres o un nimero determi-
nado de infinitesimales es una funeién infinitamente pequena.

4
g-f+;$-
1 R ——
1
; 3
Fig. 41

Demostracién. Nos limitaremos a dos sumandos, ya que Ia
demostracién es analoga para cualquier nimero de ellos,
Supongamos que u (z) = o (2} -+ P (z), donde lim a (z) =0

y lim P (z) = 0. Demostremos que para cualquier & > 0 fan pequefio

como se quiera, se encontrara § = 0 tal que, al satisfacer la desigual-
dad |z — a | << 8, g verifique | u | << e. Puesto que a (z} es-una
magnitud infitamente pequefia se encontrard 6 tal que en la vecindad
de radio 8,y centro ubicado en el punto a, se verificard, también,

£
la(@ | <5

Puesto que P (z) es una magnitud infinitamente pequeiia, en
la vecindad del punto 2 de radio &, tendremos | fi () | <C —;-.

Tomemas & igual a la menor de las magnitudes 6, y 8;. Entonces,
en la vecindad del punio a de radio 8 se cumpliran las desigualdades

le < -;—; 1| < %. Por tanto, en esta vecindad tendremos:

el =la@) +p@I<la@l +BEI<5 +5 =8

es decir, Ju | << e, lo que se trataba de demostrar.
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De un modo anélogo se demuestra el caso:

lim a(z)=0, lim p(z)=0.
-+ % —- oo

Observacién. En lo sucesivo tendremos que examinar las sumas
de magnitudes infinitamente pequeiias en las que, al ir disminuyendo
cade sumando, vaya creciendo el nimero de éstos. En este caso el
teorema puede no ser vilido.

Examinemos, por ejemplo, a=—;—+%+ - +—i— , donde z

= sumandos
toma sbélo valores enteros positivos (z=1,2,3, ..., n...).
Es evidente que cada sumando, cuando z—~ oo, es una magnitu
infinitamente pequefia, sin que lo sea la suma u = 1,
Teorema 4. El producto de una funcién infinitamente pequefia
& = a (z) por una funcidn acotada z = z (w), cuando z — a (6 & — o0o),
es una magnitud (funcién) infinitamente pequeria.

Demostracion. Demostremos el teorema para el caso en que
z—»a, Dado un nimero M > 0, se encontrard tal vecindad del
punto # == ¢ en la que se verificard la desigualdad |z | << M. Para
cualquier e = 0 se encontrard una vecindad en la que se cumplird
Ia desigualdad | @ | << %. En la menor de estas dos vecindades se
cumplird la desigualdad

|c;zl<j%M:s.

Esto quiere decir que az es una magnitud infinitamente pequefia.
Para el caso de - oo, la demostracién se efectia de modo
andlogo. Del teorema demostrado se deducen dos corolarios.

Corolario 1. Si lim e = 0 y lim f = 0, entonces lim ap =0,
puesto que P (z) es una magnitud acotada, Esto se cumple para
cualquier nmero finito de factares,

Corolario 2. 8i lim « =0 y ¢ = const, entonces lim ca = 0.

a ()

Teorema 5. El cociente de la divisibn de una magnitud

infinitamente pegueiia o (%) por una funcidn, cuyo limite es diferente
de cero, es una magnitud infinitamente pequeia.

Demostracién. Supongamos que lima(z) =0 y lim 3 (z) =
= b = 0. Basdndose en el teorema 2, § 3 se deduce que —— es una

z(ee)
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magnitud acotada. Por consiguiente, la fraceibn =) ( } a (Z )5 @
es el producto de una magnitud infinitamente pequeda por otra
acotada, es decir, una infinitesimal,

§ 5. TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE LIMITES

En este apartado, como en el anterior, vamos & examinar conjun- .
tos de funciones que dependen de un mismo argumento z, cuando
z—-a 0 cuando z —» oo.

Por ser anélogas las demostraciones para ambos ¢asos nos limi-
taremos a uno silo, omitiendo, incluse, las notaciones z— a
o & — 00, que consideraremos sobreentendidas.

Teorema 1. El lfmite de la suma algebraica de dos, tresy, en general,
de un numero finito de variables es igual a la suma algebraica de
los limites de estas variables:

W (ug +us + oo -+ wp) = Um oy + limuy + ... 4 lim .

Demostraeién. Puestu que la demostracién es anﬂogs. para
cualquier mimero de sumandoes, tomemos sblo dos.

Supongamos que lim uy = ay, lim u; = a,. Baséndonos en el
teorema 1 § 4, podemos escribir:

Uy = Gy 4 i,y Uy = Gz + @

donde a; y a; son magmtndas infinitesimales. Por tanto,

uy + ug = (as + az) + (o4 + wg).
Puesto que (a; + az) es una magnitud constante y (o, -+ uz} es una
infinitesimal, entonces, de acuerdo con el teorema 1 § 4, resultaré que

Hm (uy 4 ug)=ay,+ az=1im u, 4 lim u, .
Ejemplo 1.
a~3+2x

lim
paewes

= lim (H 3)- lim -+ lim 3.=.1+ tim 2 g p0m,

X=r00

Teorema 2. El limite del producto de dos, tres y, en general, de un
nimero finito de varigbles es igual al producto de los limites de
estas variables:

limugtty: ... up=limyg-lmu,. ... limuy,.

Demostracién. Con el fin de abreviar, realicemos la demostia-
cion para dos factores. Supongamos que lim u; = a; y lim u, = aa.
Por tanto,

Uy == ay - Oy, Up=02} g
Uty = (@y + @) (a3 4 @2) = agap + a0tz + 220 + 042,
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El producto aja, es una constante, Seglin los teoremas del § 4,
la magnitud e;6; + aya; 4+ osa, es infinitamente pequeiia. Por
consiguiente, lim wu, = a8, = Hm u,-lim u;.

Corolario. Un factor constante se puede sacar fuera del signo
de limite. En efecto, si lim u; = ay, ¢ = const y, por tanto, lim¢ =
= ¢, se tiene:

lim (cuy) = lim ¢-lim u; = ¢ lim u,, que es lo que se trataba de
demostrar,

Ejemplo 2,
lim 529=51im 29=5.8= 40,
a2 x-2

Teorema 3. E! limite del cociente de dos variables es igual al
cociente de los limites de éstas variables, slempre que el limite del deno-
minador sea distinto de cero:

e T limu
lim —=

u 1m v

, siempre que lim w4 0.

Demostracién. Supongamos que limu =a, limv=5bs£0.
Entonces u =a+a, v=>b++p, donde a y B son magnitudes
infinitamente pequefias, Escribamos las identidades

_t_t___a+_or._a+(a+a a)___a ab —fa

SR S e e e ey

0 Sea,
ab —fa
b(b+p)

ab—pa

La fraccién % es un mimero constante y CE) (segin los

u _ ‘a
v_b+

teoremas 4 y 5, § 4) es una variable infinitamente pequefia, puesto
que eb — Pa es también una infinitesimal y el denominador b (b + B)
: 1 i u_a Jim u
tiene por limite 5?54 0. Por consiguiente, lim =
Ejemplo 3.
11 x
g HELE e CmES) AotnEd 3445_8 _,

xo142—2  Im@z—2) 4&lmz—2 4.1—2 2
x=—1 x-

En este ojemi:lo hemos aprovechado el teorema, ya demostrado, acerca del limite
de una fraccidén, puesto que el limite del denominador, cuando £ — 1, es distinto
de cero, Pero, si el limite del denominador es cero, no se puede aplicar el teorema
citado. En este tltimo ceso ::acen falta ideraci peciales
Ejemplo 4. Hollar Ifné i
X!

P
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Aquf el denominador y el numerador tienden a cero, cuando x — 2, y,&Po:
tantp, el teorema 3 no es vilido para el caso. Realicemos la siguiente transfor-
macién idéntica:

P N et 1t o
T2 z—2 23R

La transformacidn es vilida para todos log valores de x diferentes de 2. Por
ganto, teniendo en cuenta la definicién de limite, podemos escribir:

a_. e

Uim E2md g EZDEHD i (o 2y,

XD T X2 z—2 ]

Ejemplo 5. Hallar !imzii. Cuando z=>1, el denominador tiende
Eo

a cerv, mientras que el numerador tiende a la unidad. Por consiguiente,
el limite de la magnitud inversa es cero, es decir,

lim (z—1)
a1

o 2=t 0
ll_l,‘} T limz —-{-—0.
a1
De aqui se deduce, segin el 2 del pdcrafo p lente, que:

" x
L EE
Teorema 4. Si entre los valores correspondientes de las tres fun~
ciones w = u (), 2 =z (2). v = v (%), se cumplen las desigualdades
uLzLy, y, ademds, u{z) y v(z) tienden a un mismo limite b,
cuando x — a (0 cuando z — 00), entonces podemos afirmar que la
funcién z = z (z) también tiende a este mismo limile, cuando x —~ a
(0 cuando x -—» o0). s '

Demostracién. Para precisar las ideas, examinemos la variacién
de las funciones, cuando z — a. De las designaldades u <z v

se infiers que:
v—bLz—-bgLv—05
seglin las condiciones del teorema, tenemos:
Mimu =5, limv= 5.

T=+da X=a
Por tanto, para cualquier & > 0, se encontrar alguna vecindad
con centro en el punto a, en la que se verificard la desigualdad
|u — b | << e; del mismo modo se encontrard también alguna vecin-
dad con centro en el punto @, en la que se verificard la desigualdad
|v — b | <<e. En la vecindad menor de las meucionadas se cum-
plirdn las desigualdades:

—elu—b<ey —e<v—>b<e
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¥, por tanto, también, se cumplirdn las desigualdades

—e<lz—b<e,
es decir,
lim z2=56.
xT=-a

Teorema 5. Si, cuando z—a (o cuando z-» o), la funcidén
y, tomando valores no negativos (y > 0), tiende al limite b, éste tiltimo
serd un miimero no negativo, o sea b > 0.

Demostracion. Supongamos que b <Z 0, entonces |y — b | >
= | b |, es decir, el mbdulo de la diferencia | y — b | es mayor que
el mimero positive | b| y, por tanto, no tiende a cero, cuando
z — a. Pero, en este caso y no tiende a b, cuando z — a, lo que con-
tradice a la condicién del teorema. Esto quiere decir que la hipétesis
de que b << 0 no es cierta y, por tanto, b > 0.

De la misma manera se demuestra que limy <0, si y < 0.

Teorema 6. Si entre los valores correspondientes de dos funciones,
u=1u(r) yv=uv(x), que tienden a sus limites respectivos, cuando
£ ~» a (o0 cuando T — o0), se cumple la desigualdad v > u, también se
verificard que lim v > lim .

Demostracion. Dada la condicién v — u > 0, y, de acuerdo con
el teorema 5, lim(v — ) >0 o limv —1limu >0, es decir,
lim » > lim u.

Ejemplo 6. Demostremos que umnsen x = 0. Segin la fig. 42, si 04 = 1

X =
¥y # = 0, tendremos 4C = sen z,”AB = z, sen z < z. Es evidente que, siendo

Fig. 42

x == 0y tenemos |sen x | << | z |. Segin los 55 y 6, pod Jeduci
de rst;s_doa desigualdades que Ilimuso'n z=10. - y
X

Ejemplo 7. Demostremos que lfm Sen %—:D.
x+0

En electo, [sen_i['{ | s2n #|. Por tanto, lim sen 53 =10,
2 =0 3
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Ejemplo 8. Demostremos que ]in; cosz=1.
K=

Siendo cos x=.l--2 sen*—f-. tenemos, lim cos z=1lim (!.—Z sen‘—z—) -
2" 20 x+0 2

=1-21lim uns.%=i—o=1.
Tl

En algunas investigaciones respecto al limite de las variables es
necesario resolver dos problemas independient

{) demostrar que una variable tiene su: limite y determinar Jos
confines dentro de los cuales se encuentra este limite.

2) calcular el limite dado con el grado de precisién necesaria.

A veces el primer problema se resuelve mediante el siguiente
importante teorema.

Teorema 7. Si la magnitud variable v es creciente, es decir, cada
valor postertor de la misma es mayor que el anterior, y si ésta es acotada,
o sea v << M, entonces dicha variable tiene como limite lim v = a,
donde a < M.

En el caso de que la magnitud variable sea decreciente y aco-
tada, el teorema correspondiente se enuncia de un modo semejante.
No damos aqui.la demostracién -del teorema porque se basa en la
tecria de los niimeros reales, que no se considera en el presente curso.

En los dos pérrafos siguientes vamos a calcular los limites de
dos funciones que tienen gran aplicacién en las mateméticas.

§ 6. LIMITE DE LA FUNCION 222,

CUANDO @ — 0

La funcibn sa:z

el numerador, como &l denominador de la fraccién e reducen a cero.
Veamos el limite de esta furncifn, cuando z — 0.

no estd definida para z = 0, puesto que tanto

a g A
Fig. 48

Consideremos una circunferencia de radio 1 (fg, 43); deslénnmna
por z, el dngulo central MOB, siendo 0 << z << %. En la fig. 43 se
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puede observar que: frea A MOA4 << drea del sector MOA <C &rea
A COA. (1)

Area A MOA = % OA -MB = -%—.-i-aenx: —;— sen .

1 e | 1
Area del sector MOA = —ZOA-A.M’: *ﬁi-x- P

Aréa A COA = «21—0A -AC_—_--%--i-tgz:%-tgz.
Suprimiendo el factor 1/2, la desigualdad (1) se eseribiré asf:
sen 2 << z << tg x.
Dividamos por sen z todos los miembros y tendremos:
$oiin i
senzx cosz
o sea,

i>sen::

=>cosz.

Hemos obtenido esta desigus.l::iad, suponiendo que z > 0.
- sen(—2) _ senz
Teniendo en cuenta que Ty ez

y cog (—z) = cos z,

Flg, 44

concluimos que la desigualdad también es vélida para z << 0, Pero,
lim cos z =1, lim 1 = 1. Por tanto, la variable % s halla

e x=0
comprendida entre dos magnitudes que tienen 1 por limite. De este
moedo, de acuerdo con el teorema 4 del pérrafo precedente tepemos:

lim ZE0E 4,
x=0 -

La gréfica de la funcién y = SE:J se expone en la fig. 44.
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Ejemplns
) im L5~ tim 525 T B
= 2ol F GOSF g4l ¥ 550 C08F 1
2) lim S0 ol o m k;’ﬂ"-"f~k1{m seniks) .4k (k=const).
==rl) (" )
ke Zsen“-% sen
3) Hm Z —=lim =lim son = =1-0=0.
=0 sl 2
SeTL T 1 ﬁ;‘:‘"
Bl i w
# lim S0 tim -2 =22 =22
) M B %20 P genpr P {msenﬁx 1T P
[:] Fad] B’

(e=canst, f==const).
§ 7. NUMERO e
Examinemos la magnitud variable

-1 n
dnxadesn es upa variable creciente que va tomando los valores:
1,2 3, ... ;
n
Teorema 1. La variable ( + %) tiene su lmite comprendido

entre los niimeros 2 y 3, cuando n— oo,
Demostraci6n. Ssgﬁn el binomio de Newton, podemos escribir:

(H_i) -1+ n(n-i)( )+

+ege=all)+

nf;s-—i)(n-—Z) [n—{n—l)]
= ) o
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Después de transformaciones algebraicas evidentes (1), obtene-
mos:

O

n

1 1 2
)=

1 1 2 n—-1
e — -n(l_F)(i*?)“' (1'" n ) @

De la tltima igualdad se deduce que la variable (i i -;;) es

créciente, cuando crece n.
En efecto, cada uno de los sumandos crece al pasar del valor n
al n 4 1, es decir:

S-H=50-5)
—[1—=)c—[l1———}, ete, ysea
L\ TR )< P L e o

un término mds. Todos los términos del desarrollo son positivos.

Demostremos que la variable (1 4 -—:';) estd acotada. Teniendo en

cuenta que (1 —%) Lt (‘l — %) (1. —%){ 1, etc., de la expre-
sién (2) obtenemos'Ia desigualdad

(O3 Y RIS U EOF . S
n 1.2 1.2.3° 77 7 4.2.3. ... .5’
Considerando que g

1 1 1 1 1 1

123 F 12849 12 a<y

podemos escribir

1 n
(1+;) <1+1+}2-+%+.... +2—::1-

Los términos subrayados en el segundo miembro de esta desigual-
dad forman una progresién geométrica que tiene por razén g=

534
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=_;,'Y por primer términe, a = 1; por esto:
1

n 1 1 1
) {1+[1+'2—+—2-3-+‘.-— +§;:—,:|=
1~ (z)
N e e T P L
_‘1+1 =14 1 -—i-}-[l (2) J{&

—q 1_§

n

(o

Por tanto, para todos n tenemos:
n
(1 + %) <3,
De la igualdad (2) se deduce que
1 n
(1+2)'>2
v por tanto obtenemos las desigualdades
24(1-}- ;—) <8 3)
Agi pues, queda ost.uhlec§ do que la variable (1 -+ -:;-) estd acotada.

i n
Como.la variable | 1 -+ ?] es creciente y acotada, tiene (segin

el teorema 7, § 5) pues, su limite. Este limite se designa con la
letra e.
Definicién. Se denomina nimerc e al limite*) de la variable

(1 -+ -:';_) , cuando n — oo:

1 T
= lim (1 -+ -—) x
no-* o n
Conforme al teorema 6, § 5, de la desigualdad (3) podemos dedu-
cir que el niimero e satisface la desigualdad 2 L e << 3.
El teorema queda, pues, demostrado.
El nGimero ¢ es irracional. Més adelante exponemos el método
para su cileulo con cualquier grado de precisién. Su valor, con diez

cifras decimales es:
e = 2, T182818284... .

*) Se purdo demostrar que (H -E-)“ — @, cusndo n —+ -} o0, 8i n no
una vatiable creciente.
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Xx
Teorema 2. La funcidn ('1 + %—) tiende al limite e cuando z tien-

de al infinito:
’_ x
lim (1+.5) i

]

n
Demostracién. Hemos establecido que (i +%) — g, cuando

n— oo, si n toma valores enteros y positivos. Supongamos ahora
que x tiende al infinito, tomando valores tanto fraccionarios como
negativos.
1) Supongamos que  — + oco. Cada valor de z se halla compren-
dido entre dos niimeros enteros positivos
nLa<<n4+ 1,
En este caso se cumplen las desigualdades:
1
tod A
Rz p4i
1 1 1
14+ =214 =>14—,
+ =214 2 +n Ti

o+ 2" 5o 2) (o)

Si -+ oo, es evidente que también n — co. Hallemos los limites

de las variables entre los cuales se encuentra la variable (i + -:— H

Lmn o 1y
nl“l’m(”‘u—) =,,l"3,‘.,(‘+3’) (‘+37)=

= lim (‘[-i—%]”- lim (1+~—;—)=e-1=e,

LR n-+t o«
(1_+ 1. )n+l
n
lim (1-;- 2 )= T A
n-4w n41/. nete 1 i
¢ n-1
" (i 1 nti
im —_—
n—++w +n+1) e
= =T=£'

& 1
Bt
N‘:T“ +R+1
&.
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Por tanto, segin el teorema 4, § 5, se tiene:

1fm (1+-i-)==e, @

x =+ 4 %
2) Supongamos que x — — o0, Introduzcamos una pueva variable

t= —(z-+1) o sea z = — (t 4 1). Cuando t—» +-co, tendremos
que z— —oo, Entonces

N (1-}%)”: Bm (1—_3-_]_’_; tm ._L_)_'d;

x -0 e t4-1 f++=\ 41
(g} i1

= lim ("H) = lim (1+3—) =

ter t oo t .

1\ i -
=rll.r;(1+T) (1+T)me-1—6‘-

N 1 =
El teorema queda demostrado. La gréfica de la funcién y = (! + ?]
se expone en la fig. 45.

g

Fig. 45

Si en la igualdad (4) introducimos é— = @, entonces tenemos
o — 0 (pero, o == 0), cuando z — oo, y obltenemos:

i
lim (14 )% =e.
a0



Ejemplos:
0 fin (s} st (4 ) () e (1)
X lim (1+%)5=c-1=e.

2

x-vo0

o (144 (14 )" (2" (1-2)-

i (1) i (144"t (2 e

3 ﬁ(w—f—_)-‘:k (1+%)""‘=.u,
0 1 (E20)" -t (S et (1)
i () (2

=lim (H_:_)F'Jﬂ (1+%)‘=e-4=¢'.

§ 8. LOGARITMOS NATURALES

En el pérrafo 8 del capitulo primero se ha definido la funcién
logaritmica y = log, z. Como se sabe, el nimero a es la base de
logaritmos. Si @ = 10, entonces y se denomina logaritmo decimal
del nimero xz e y se escribe y = log . En la escuela secundaria se
estudian las tablas de logaritmos decimales, llamados también de
Briggs, nombre del sabio inglés que los invent6 (1556-1630).

Los logaritmos que tienen por base el nlimero ¢ = 2,71828 . . .,
se llaman naturales o neperianos, en honor del matematico Neper
(1550-1647), uno de los primeros inventores de las tablas de logarit-
mos. Por consiguiente, si ¢” == z, entonces y se denomina logaritmo
natural del nimero z, y se escribe asi: y = ln z, en lugar de y =
= log, z. (Véase las grificas de las funciones y == Inz e y = lgz
en la fig. 46). Determinemos ahora la correlacion que existe entre
logaritmos decimales y los naturales de un mismo mimero z. Supon-
gamos que y == log z, 0 sea z = 10¢

Tomemos los logaritmos naturales de los dos miembros de la
dltima ecuaci6n, escogiendo ¢ como base, y tendremos: lnz =

=y In 10, de donde y = E?Tﬁ In z. Sustituyendo el valor de y ten-
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dremos:

loga = inz.

1
In 10

Lo que quiere decir que, cuando se conoce el logaritmo n_at_pral
de un nimero z, se puede hallar su logaritmo decimal; multipli-

cdndolo por el factor M = -y =~ 0,434294, valor que no depende
g

yelog x
= A % Yemlogx
L
y’z@ 42 logfo=1

A A 2 €8 4 & & T x4 § w X

Fig. 46
de z. A este factor M se le denomina médulo o factor de transicion
de los logaritmos naturales a los decimales:

logs = M In =z,

Al introducir en esta identitud z = e, hallaremos la expresitn
del nimero M por medio de logaritmos decimales:

loge = M(lne =1).
Los logaritmos naturales se expresan en logaritmos decimales
de la manera siguiente:
. Inz= W ltog =,
donde = 2,302585.

Observacién. Existen tablas especiales para el cilculo de
logaritmos naturales,

§ 9. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES

Supongamos que la funcién y == f(z) estd definida para cierto
valor &, y en cierta vecindad de centro en el mismo punto.
Sea: yo = [ (7o)

Si x recibe cierto incremento Az (positivo o negativo), y toma
el valor z == 7, - Az, la funcion y también resultard incrementada
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en Ay. El nuevo valor incrementado de la funcidn serd y, -+ Ay =
= [ (z, + Az) (fig. 47). El incremento de la funcién Ay se expresa
mediante la férmula

Ay = f (20 + Az) — f (o).

¥ .F:/
Ay
l‘l‘
L
a4 X Xytdx x
Fig. 47

Definicion 1. La funcién y = f (z) se considera cantmﬁa, para
el valor de x = x, {0 en ol punto z,), si estd definida en cierta vecin-
dad del punto z;, (incluido el punto z) ¥ si:

lim Ay=0 M
T Ax==0
0, 16 que es lo mismo,

nii_“;lo[f(%-l- Az) — f ()] = 0. @
La condicién (2) se puede escribir asi:

lim f(zo+ Az) = f (%)
Ax =0

lim f{z)={(z)... 2)
kg

En lenguaje geométrico la continuidad de la funcién en el punto
dado significa que la diferencia de las ordenadas de la gréifica
¥ = f (z) en los puntos z, + Az y z, serd, en valor absoluto, arbi-
trariamente pequeiia a condicién de que | Az | sea lo suficientemente
pequefio,

Ejhmpln 1. Demostremos gquo la funcidn y = z? es continua en el punto
9, arbitrariamente elegido. En efecto, e

vo==z}s Yo+ Ay={(zo-+ Az}, Ay=(xp-Az)?—z}=2z5Az - Az?,
i, By i, O tycsn i ol b Jim
independiente del modo en que Az tiende a cero (fig. 48a ¥ 2).
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Ejemplo 2. Comprob que la funcién y = sen xes continua en cual-
quier punto arbitrario =z, En efecto,

Yp==sen y, Yo} Ay=ren{zg-FAz),
k Ax Az
aynsen{rg—l-nr)—sen-_—o=2san-—2—<cos (xn-g-T) .

Y| ax>0,4y>0 4| A<l dy<d

(a)

Fig. 48

Ya hemos visto que lim sen —"?i-:[](ajempio 7, §5). La funcién cos (z+a-—"5)
Bx—+0 2 2

esti acotada. Por consiguiente,
lim Ay=0.
Ax—l
Del mismo modo se puede demostrar que cualquier funcifn
elemental fundamental es continua en cada punto en el que la fun-

cifn esté definida, )
Demostremos el siguiente teorema,

Teorema 1. Siendo las funciones f; (z) y f2 (z) continuas en el
punto zy, su suma P (z) = fi (z) + fa (2), también serd funcién con-
tinua en el mismo punto Zo.

Demostracion. Siendo continuas f, (z) v f2 (z), de acuerdo con
la igualdad (2'), podemos escribir:

lim f, (x) == f (o),
= -+ xp

m fo{z)==falz,).
E

Segitin el teorema 1 sobre limites, tenemos:
lim p(z) = lim[f, (&) + L@]= lLim f(2)+ lim f(@)=
x Xy x - xp x -+ xg x =+ %

= fy(ze) + falm) =1 (xa), es decir,
la suma ¥ (%) == f; (z) + f2 (z) es una funcién continua, como se
trataba de demostrar.
Como corolario, observemos que el teorema citado es vdlido
para cualquier niimero de sumandos.
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Baséndose en las propiedades de los limites, se puede demostrar
también los teoremas siguientes:

a) El producto de dos funciones confinuas es una funcién con-
tinua.

b) El cociente de dos funciones continuas es una funcién conti-
nua, si el denominador no se reduce a cero en el punto considerado.

¢} 8i u = @ (z) es una funcién continua para z = z, y si f (u)
también es continua en el punto us = @ (z), la funcién compuesta
[ (x)] seré continua en el punto z,.

Baséndose en estos teoremas se puede formular el sipuiente teo-
rema,

Teorema 2. Cualquier funcidn elemental es conitinua en cada punts
en el cual la funcién estd definida.

Observacién. Dado que en la igualdad (2')
lim f(x)=f(z),
= - .to

rp= lim =z,
x = xp '

podemos escribirla asi:
Um f(2)=7f(lim 2), ()
x-“ﬂ‘n Xty

es decir, que para hallar el limite dela funcién continua cuando
# -+ %, basta sustituir el argumento z por su valor z; en la expre-
sién de la funcién.
Ejemplo 3. La funcidn y=2?* es continua en cualquier punto zy, y por
tanto:. .
Iim 2=z},
Mn

lim 22=32=9.
x+3

Ejemplo 4. La funcifn y=2sen z es continua en cualquier punto, de donde

i 4
lin}_‘senx—sen =5
Tep ——
* []
Ejemplo 5. La [uncin y=e* es continua en cualquier pusto y por
tanto: lim e*=ed.

X
Ejemplo 6.
1
x

In (1-=) 1
1 . L 3 S =X = “+ .
i'n?; H_na In(i+42)=lim In[(142)%)

t
Ya que lin"; {1--x)*~=e¢ y la funcién In s es continua para z>0y, por lo tanto,
X
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para 3 = ¢, % tiene

4 L,
Ym In[(1 + 2= J=In{ lim (1 + =) *]=Ine=1.
z+0 X+

Definicién 2. Se dice que la funcién y = f (z) es continua sobre
el intervalo dado (e, b), donde a << b, siempre que ésta sea continua
en cada uno de sus punios.

Si la funcién estd definida también en el punto z = a siendo
hm § (x) = f (a), se dice que en el punto z = a la luncién f () es

contmua por la derecha, Siendo lim j {z) = (b), se dice que en el

punto z = b la funcién [ (z) es conimua por la izquierda.

Si la funcién f (z) es continua en cada punto del intervalo (2, b),
v lo es al mismo tiempo en los extremos de éste (por la derecha y por
la izquierda, respectivamente) se dice que la funcidn f (z) es contlnua
en el intervalo o segmento cerrado la, b

jemplo 7. La funciin y =z® as continue en cualguier segmento {a, b],
como se deduce del ejemplo |

Si en algin punto z = %, para la funcién y = f (z) no se cumple
per lo menos una de las condiciones de continuidad, es decir, si
para z = z, 1a funcidén no estd definida o no existe el limite limf ()

o hien lim T (z) = F (24) cuando x ~» #p de una manera arbitra-

ria, a pasa: de que existen las expresiones & la derecha y a la izquier-
da, entonces la funcién y = f (z) es discontinua, cuande z = xp.
El punto x = z, se denomina, en este caso, punto de discontinuidad
de la funcidn.

Ejemplo 8. La funcidén ym% ey discontinua cuando z—0. En electo,
cuando z=0, la funcién no estd definida:

i 1
lim —=+4o09; lim —=—co,
x—+0-4-0 F iz zal=l &

Es lgoll demostrar que osta funcién es continua para cualquier valor
e x g0,

1 .
Ejemplu 9, La iunoidn y=2" es discontinua en z==0. En electo,

liﬁu"‘= o, lim 2":0 La funcién no estd delinida en z=0 (fig. 49).
z—
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Ejemplo 10. Examinemos la funcidn ,!(.r):—t-i-r. 8i =<2 0, 1—:|—=--1._
para = >0, -I-:—rnni. Por consiguiente,
_. z - - T i
Rl UL L o B ML =.I.Eﬁn I

cuando r=0, la funcién no esti definida. De esta manera hemos establecido
que la funcidn J’(.r)-=L es discontinua en z=0 (fig. 50).

1#]
¥
y=2¥
¥
)
~ ’ Sl
[
o x 4= -r]
Fig. 49 Fig. 50

Ejemplo 11. La funcién y:sen% examinada en el ejemplo 4, § 3, oy
discontinua en z=0.

Definieién 3. Supongamos que la funcién f (z) tiene los limites

finitos: li‘fuf @ =f(ro+0) v Umf(z) =7 (z — ), que son
XXy i K,

desiguales, es decir: lim f () 5% lim ! {z), o el valor de la funcién

Xy XXy

7 (%) no esté definido, cuando = = z,. En este caso, el punto z = z,
se denomina punto de discontinuided de primer género. (Para la fun-
cién examinada en el ejemplo 10, el punto z = 0, es un punto de
discontinuidad de primer género).

§ 10, ALGUNAS PROPIEDADES
DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

En este pirrafo examinaremos algunas propiedades de las -fun-
ciones continuas sobre un segmento. Estas propiedades las presen-
taremos como leoremas cuya demostracién no se da en este libro.

Teorema 1. Si la funcién y = f (2) es continua sobre cierto segmen-
to la, bl (a < & < b), siempre se encontrard en este segmento por lo
menos un punto x == x, tal que el valor de la funcién en dicho punto
satisfaga la correlacidn

flz) =1 (),
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en la que  es cualquier oiro punto del segmento, y se encontrard tam-
bién por lo menos un punto xz, tal que el valor de la funcidn en el mismo

satisfaga la relacién
f ) <fa),

El valor de la funcién f (z;) se llama valor mdzimo de la funcién
y=7j(@ enel ae%mento [a, b] y el de la funcidn f (z;) se denomina
valor minimo de la funcién en el mismo segmento la, bl.

4,

Fig. 51

Este teorema se enuncia hrevémente asi: la funcién continua sobre
el segmento a < z < b alcanza, una vez por ld menos, su valor mdzimo
M y su valor minimo m.

La isnterpratacién geométrica de este teorema se representa en
la fig. 51,

Observacién. El teorema enunciado puede no ser cierto, debido
a que entre los valores de la funcién mencionada pueden no existir
los valores méximo y minimo en el intervalo ¢ <<z << b, Si, por
ejemplo, examinamos la funcién y = z en el intervalo 0 << 2 <T1
no hallamos entre sus valores ¢l miximo, ni el mimime. En realidad
esto debe ser asi, pues no existe el punto extremo izquierde, ya
que si tomamos cualquier punto z* habré siempre otro punto, por
z* ’
2
el punto extremo derecho y, por tanto, no puede haber valor maximo
ni minimo de la funcién y = =.

Teorema 2. Si la funcién y = f (z) es continua en el segmento
la, b,), tomando en los extremos de éste valores de signos contrarios,
entre los puntosta y b se hallard por lo menos un punto x = ¢, en el
que la funcién se reduce a cero:

flo=0, a<<e<h.

Este teorema tiene una sencilla interpretacién geométrica,
La gréfica de la funcién continua y = f (z), qué- une los puntos
M, la, f (@)l y M, b, f(b)], dondef (a) <<O0yf({)>0(of(a) >0
y [ (b) << 0), corta el eje Oz por lo menos en un punto (fig. 52).

ejemplo =, mas a la izquierda que 2*, Por la misma razém no existe



Algunas propledades de las funci continuas 61

Ejemplo, Jea la funcién y==x?—2. Se tiene! y..y = —,1, Vawmg = 6.
Esta [upcién es continua en el segmento [1,2]. Por tanto, en éste existe Jo
punto donde y = 23— 2 se reduce a cero. En efecto, y =10 cuando z=3/3

(lig. 33).

¥
&
¥ ML DT
]
S L ol ] ¥
1t -1~ .
, ,ia
J‘f,affcﬂ (’
Fig. 52 Fig. 53

Teorema 3. Sea y = f (x) una funcién definida y continita sobre
el segmento la, bl. Si en los extremos del segmento dado la funcién

toma valores diferentes f (a) = A, f (b) = B, pre se & trard
yi 9
8 .3
M
A
] ety |8
A
g a : X :
X X bX
Fig. 54 Fig. 55

il

que sea el niimero w comprendido entre los valores A y
Este teorema se interpreta claramente en la fig. 54. En el caso
dado, cualquier recta y = p cortara la grafica de la funcién y = f (2).
Observacién. El teorema 2 es un caso particular del teorema 3,
ya que, teniendo 4 y B signos contrarios, podemos tomar el niimero 0

un punto & = ¢, comprendido entre a y b, tal que f (c) = p, cualguiera
B,
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como valor de p, y entonces p = 0 resultard comprendido entre los
nmeros A y B.

Corolario del t 3. Silaf én y = [ (z) es continun sobre
cierto intervalo, tomando los valores mdzimo y minimo, se puede deducir
que en el intervalo enunciado la funcién toma, por lo menos una vez,
cualguier valor comprendido entre sus valores exiremos.

En efecto, supongamos que f (z,) = M, f(z) = m. Segin el
teorema 3, en el segmento |z;, z;] la funcién y = f (z) toma cual-
quier valor p, comprendido entre M y m. Pero el segmento [z, 2]
se encuentra dentro del intervalo considerado, en el cual estd defi-
nida la funcién f (z) (fig. 55).

§ 11. COMPARACION DE LAS MAGNITUDES
INFINITESIMALES

Supongamos que unas cuantas magnitudes infinitamente peque-
fias (infinitesimales) a, B, ¥, .. . son funciones de un mismo argu-
mento z, y tienden a cero cuando z tiende al limite g o al infinito.
Analicemos la tendencia de estas variables a cero, considerando la
razén de las mismas.*

En adelante usaremos las siguientes definiciones.

Del'iniciﬁni.Silaruﬁn% tiene un limite finito y distinto de
cero, es decir, que lim % = A 5= 0 y, por tanto, lim %:-};&G.
se dice que las infinitesimales @ y f son del mismo orden.

Ejemplo 1. Supéngase que o=z, P = sen 2z, donde z - 0. Las infi-
nitesimales o y f son del mismo orden, ya que
lim o i SREE_y

a0 & xa0 T

Ejemplo 2. Cuando x — 0, las infinitesimales z, sen 3z, tg 2z, 7In (1 + =)
son todas del mismo orden. La domostracién es andloga a la del ejemplo 1.

Definicién 2. Si la razén % de dos infinitesimales tiende a cero,

es decir, si 1im»§-=0 (v lim-;i = o0), entonces la infinitesimal p
se denomina infinitesimal del orden superior gue ®; reciprocamen-
le, a serd una infinitesimal de orden inferior que .

*} Partimos de que la infinitesimal que sirve de denominador no se
reduce a coro en alguna vecindad del punto a. "
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Efemplo 3. Supongamos qie @ =z, p == 2n, n =1, z - 0. La inifinite
simal B es de orden superior que la &, puesto que

:ll
Hm —=1lim £*-1=0,
220 Tz

Reciprocamente la infinitesimal & es do orden inferior que la f.
Definicién 3. Se dice que P es magnitud infinitamente pequeiia
de orden k respecto a @, si B y a".son infinitesimales del mismo orden,

es decir, si lim = A0,
o

Ejemplo 4. Siw =z p= 2% cusndo x— 0, la infinitesimal f es una
infinitesimal de tercer orden respecto a la infinitesimal g, puesto que:

1B —Hm ?5:‘;‘: 1.

x+0 @% xg

Definicién 4. Si la razém de dos infinitesimales% tiende a la

unidad, es decir, si lim% = 1, estas infinitesimales se denominan
oquivalentes: y se escriben asi: a ~ ﬁ..

quec = z y = sen x, donde z -» 0. Las infi-

e iR =
nitesimales & y B son equivalentes, puesto que

. senz
li =

Ejemplo 6. Supongamos que @ = z, f = In {1 4~ z), donde z — 0. Las.
infihitesimales & y B son equivalentes, ya que

Yim 120D
0
{véase ejemplo 6, § 9). .
Teorema 1. Si a y B son infinitesimales equivalentes, su diferen--
cie @ — B es una infinitesimal de orden superior que las o y P.

Demostracién. En efecto,

llm“_ﬁ=h'm( _1»!3—)=1—~l'mﬁ-—=‘l —1=0.
@ 2 a
Teorema 2. (Reciproco del anterior). Si la diferencia de dos infi-

nitesimales a — B s una infinitesimal de orden superior que las:
a y P, éstas son infinitesimales equivalentes.
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Demostracién. Supongamos que Jim — :ﬁ =0, entonces:
tim (1—L) =0, 0 sea, 1 —1imE =0, obien, 1 =1im £, o5
o @ a
decir, a = f.
Si lim 2 = = 0, se tiene lim (%-—1) =0, o bien lim-g- =1,
es decir, @ = B.
Elemll;nlir 7. Supongamos que & = z ¥ f = £ - z9, donde z 0.

Las Infinitesimales @ ¥ f son equivalentes que su diferencla p — o=
= z% 3 una inﬁniwsim_a} de orden superior qlley:. ¥ B. En efecto,

z+0 & x40

Mo B2 i 2y 0,
T a0

a—p z3 18
lim =gl o= i =0

Ejemplo 8. Cuando z—-co, las {nfinitesimales r&#—x—j;—i- ¥ I!=-:- son

equivalentes, puesto gue su dif ia «—p st : :‘ es una infi-

z3
nil-qsimf'l de orden superior gue @ y f. El Lmite de la razén o respecto
a e8 1:

41

- Bt EF ey A

T fomcton et St b}t
F

Observacién, Si la razén % de dos infinitesimales no tiene limite

v no tiende al infinito, entonces f y @ no son comparables en el
sentido mencionado anteriormente.

Ejemplo 9. Supongamos que ==, f==z .-am—;-. donde z-—0. Las iafi-

nitesimales @ y P no son comparables, dado que su razén j—:s@n 1 no
tiende a ningin limite finito, ni infinito, cuando z—-0, (véase ojemplo 4 § 3).

. Ejercicios para el capfitulo 11
Calcular los limites siguientes:

1. lim z—s—i——— . Respuesta: 4. 2. lim [2 sen £ —c0s 2-|-cotg £]. Respues-
xa1 241 PR
-

te: 2. 3. E;nz _;;;_x . Respuesta: 0. 4. l:u; (2—*:—-1--:'7) . Respuesta: 2.



Ejercicios para el capitulo I i)

420 —2r%4- 4 4 1
5. :I_IE; 55 + . Respuest T 6. ’: . Mespuesta: 1.
; ]
7. lim ﬁz"'—"'f Respuesta: _;_ 8. %ﬁ_.i’i o REwe
Ti=e00 HF‘F”
pussta: ; .

Indicaciones. Expresemos la [drmula (% -I— )3 — k%= 243641 para
n.

k=01, 2 ...,
18=1;
28—18==38.424.3. 4 - 1;
38 —28=3.204-3.2--1;
(B )i 3= 324 Bn A,
Somande miembro & miembro, se obtiene:
(AP =3 {12224 e n?) B (12 . .. -k r) - (n 1),
()93 (24 20k )8 2O (),

de donde
424, ROt DD

a, ‘l_i.n;z';j_;i Respuesta: oo, 10, jﬂhg;ixfi. Respuest 0.
1. ii_%d’x‘a;it;:'x. Respuesta: % 12, E_E%:’:; H'tlpues.ln:. &
8. limS=L. Respuesta: 3. 14 lim ;‘i}%—igo. Respussta: %.'
5. lim Z2 )| Respuesta: 1. 16, umz%s":—"’%‘ Respucsta: —3 .
17. “L&Eﬂfui_’i_'_%_—m‘%.m.pumm 0. 18. Mm EEM2 | Respuesta: 329,
19. }et..l.nz[i—z 1__‘=:| Respuesta: —{. 20. =l.ti_rlrtli. x_—; . Respuesta: n

(n es un wmilimero entero positive). 21, lim Vet . R ta: L
z==0 z 2

2. tm YEFI=8  popvesta: 2VE | 3, i LR

puest, ; 2. Res-

a-sd Va‘-——Z»—VE 3 xrp |22 +q‘l-g =

puestas TJ- . 24, :lcin; -f‘;z . Respuesta: %- . 26, i{,ﬂ %’—“ . Respuesta:

ﬁ. 26, lim V1+‘+a"_l. Respuest 1.2 tim x——a. Respues-
ma =0 = 2 Ut - |

ta: 1, 28. .llm :_::'{1 .« Respuesta: 4 do  —~4-co, ~1{ cusndo z—»—ro,

55
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». lim (VEF1i—"V2=1). Respuesta: 0. 80, lim x(‘\/z‘-l-i’—:}. Res-

puesta: % cuando =z —+4oco, —oo cusndo r——co, 31. lm ’:::. Res-
sen® x
sen 1
puesta: 1. 32. 1fm . Respucsta: 4. 33. lim . Respuestas — .
=+l 0 2
2
34. lim = « Respuesta: ——=. 35. limzecotgz., Respuesta: 1.
x40 Y1i—cosz w x=+0 & il

36, lim 1—(2:‘.05») Resp V3. 37, }_L:l:. i—=)tg -’; Reapuesto: -i—
w—»?ﬂ!n Yoo

2 arcsen = . 2 ;  sen (a4 z)—sen (a—=z)
38. lﬁ%.—.—a:___ Respuesta: T 39. 11:.;I P e Res-
" tgr—senz o o L 2)x
puesta: 2 cosa. 40. ’l:i'_l'li‘.l—g—— spuesta: 5 41. :Lr: (14- :) . Res=

puesta: 3. 42 lim (1—%)'!. Respuesta: -- . 3. lim (1—_:;)". Respues-

0O X-vod
L, 44 lm (141 )"“. Respuesia: ¢, 45. Mim { [In (n--1)—in A},
M=o Ti—+00

Respuesta: 1. 6. 1m (1--c082)°%%. Respuesta: ¢, 47. l_imnl"—“:.'ﬂ.
=+

T —

2

Respuesta: a. 48, llm (211? i anlml.a: e. 49. 'li.r% (1 + 3 tg? z)t0t=,
by .

Respuesta: 3, 50, lim oos—)m. Respuesta: 1. 54, lim M.
Mi=po0 T—+o0 @

Respuesta: 1 cuando e—+~+co, 0 cuando a—+—co. 52. lim FRLIEN.
x+0 %on P

Respuesta: -—E-. 53. lfm -L;'iw(u> 1). Respuesta: +co cuando z— 4 co,
Eaad

...

px
0 cuapdo z-» —co. 54 1im n[a -1} .Hccpu.asm. lnu 55. lam -—E—a'—
=400
255 — o= B 1
Respuesta: ax—f. 56. lim mnu“mpx i %

Determinar los p;rnl.ns de discontinuided de las [unciones:
il
3. y=

TEED@=g " e Discontinuidad para == —32; —1; 0
2. 58, u:-ts—;'. Respuesta: Discontinuidad paragzoy,z:h%; :""52;[7

g z
LEES ] {3“+1}ﬂp-vi
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1

59, Hallar los puntos de di inuidad de la funcidn y=1+2* y cons-
truir la grifica de esta funcién. Respuesta: Discontinuidad para =0 (y =+
cunndo =040, y—1 cuando z —0—0).

60. Entre las infinitesimales (cuando z-+0} siguientes: 2%, V/z (1—=),
sendz, Zreosz | Lgez, xet*, olijapse las infinitesimales del mismo orden
que la infinitesimal z, asi como las de orden superior e inferior a z. Res-
puesta: Las infinils;;rmnles del mismo orden son: sen 8z y ze?*, las de orden
superior z8 y 2zcos ¥ tgfz y la infinitesimal de orden inferior es 1z {1—2).
61. Entre las infinit § s ndicnd ( z—0) hallar las infinitesi-

males que son equivalentes a la infinitesimal x: 2sen=z, -z-l.gzx, =021,

1V2z8£2%, In(t+4=z), 234324, Respuesta: -%l.gaz. z—322, lo(1+2).

62. Demostrar que, cuando z—+1, las infinitesimales 1—z y 1—7% son dol
M . ¥ 1—z
mismo orden., {Seérdn eguivalentesy Res, ta: 1im — =8 consi-
i & i 1= r BOE
guiente, las infinitesimales son de un mi orden, pero noe son eguivalentes.




CAPITULO 11

DERIVADA Y DIFERENCIAL

§ 1. VELOCIDAD DEL MOVIMIENTO

Examinemos el movimiento rectilineo dé un cuerpo sblido,
por ejemplo, el de una piedra lanzada verticalmente haeia arriba
o el de un pistén en el cilindro de un motor.

Haciendo abstraccién de las dimensiones y configuracidn con-
cretas del cuerpo, imaginémoslo en adelante como un punto mévil M.
La distancia s del punto mévil, que se mide a partir de cierta posi-
ci6n inicial M,, dependerd del tiempo ¢, es decir, s serd funcién de &

s = f(n). )

Supongamos que eén un instante dado* ¢, el punto mévil M se
encuentre a la distancia s de la posicién inicial M, y unos instan-
tes después, £ + At, se encontrard en la posicion M, a la distancia
s+ As de la posicién inicial (fig. 56). Por consiguiente, durante
el intervalo de tiempo At el espacio recorrido s ha cambiado en una
magnitud As. Se dice que, en este caso, en el intervalo de tiempo
At la magnitud s adquirié el incremento As.

Consideremos la razén -i—: Esta representa la velocidad media

del punto durante el tiempo Atf:
= E -
At

Sin embargo, la velocidad media no puede caracterizar, en todos
los casos, con la debida precisién, la rapidez del desplazamiento
del punto M en el momento ¢, Asf, por ejemplo, si el cuerpo al co-
mienzo del intervalo Af se desplaza con rapidez, mientras que al final
de &te lo hace lentamente, la velocidad media no podrd reflejar
estag peculiaridades del movimiento del punto y darnos una idea
correcta de la velocidad real de su movimiento en el instante t.

@

Um

*) Mi:gl‘ v en adelants, el valor concrete de una variable lo designaremos
con la misma letra que empleamos para la propia variable.
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Para expresar la velocidad real con mayor precisién, sirviéndose de
la velocidad media, ¢s necesario tomar un intervalo de tiempo Ar
menor. El Iimite hacia el cual tiende la velocidad media, cuando
At — 0, caracteriza de la manera més completa la velocidad del
punto en el instante ¢. Este limite se llama velocidad del iento
en el instante dado:

at—+o At
Asi, pues, la velocidad del movimiento en el instante dado se llama
limite de la razén del incremento del espacio recorrido As al incre-
mento de tiempo Af, cuando éste ltimo incremento
tiende a cero.
Desarrollemos la igualdad (3).

Como s M v
As = f(t+ A —f (1) M
obtenemos #
i i fit+ A —f (1) 3) My
At -+ D At

que serd la velocidad del movimiento no uniforme. De Ftp. 56
este modo vemos que el concepto de velocidad del mo-
vimiento no uniforme estf estrechamente unido al de limite, Sélo
a través del concepto de limite se pueds determinar la velocidad
del movimiento no uniforme.
De la formula (3') se deduce que # no depende del incremento de
tiempo At, sino del valor ¢ y del cardcter de la funcién f (8.
Ejemplo. Hallar la velocidad del movimiento uniformemente acelerado
en un instante arbitrario ¢ y on ol ¢t = 2 seg, si el espacio recorrido en fancién
del tiempo se expresa por la férmula siguiente:

1
=—gt?
s=g g

Solucién. En el instante t =e tiene: :=-;-gﬁ, y en el instante ¢-}- At
tendremos: g
.+43=.%g(¢+ Aua-%gun-p-zm_ww).

Calculemos ahora As: As= -;- g (12008 + As2)— % gt3== gt 4 —;— gAt? y ten-
: As |
dremoz la razén “t

1 : 1
As BBt gar

i
BT R Tkt
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Segfin la definicién de velocidad tenemos:

As 1
e [im — = lIm - =gl
o= lim 35 = Iim (5245 80 ) -5

Asf pues, la velocided en un i t cualquiera o8 v = g¢. Cuando
1= 2 tememos (vhy=3=g-2=982=196 mjeeg.

§ 2. DEFINICION DE LA DERIVADA
Sea
y=11(@, (1)
una funcién definide en cierto intervalo. A cada valor del argu-
mento z en este intervalo corresponde un valor determinado de la
funcién y = f (z).

Admitamos que el argumento z tome un incremento Az, (posi-.
tivo o negativo, no importa). Entonces, la funcién y tomard cierto
incremento Ay. De este modo:

al valor del argumento z le corresponde y = f (z),

al valor del argumento z -+ Az le corresponde y + Ay =
= f (x + Az). Calculemos el incremento de la funcién Ay:

Ay =f(z+ 82) —f (@ @
Veamos la razén del incremento de la funcién al del argumento:

§=f(3+ Az) —f(7) (3)
Az Az : ;

Hallomos el limite de esta razén, cuando Az — 0. 3i existe
egte limite se llama derivada de la funcién dada f (z) v se designa
por {' (z). Segin la definicién tenemos:

. Ay
= lim —,
Fe ax > o Ax

0 Sea.

flz)= lm fHzt An)—i(x) (%)

Ax=0 Az

Por consiguiente, se llama derivada de la funcién dada y = f (),
tespecto al argumento z, el limite de la razén del incremento de
esta funcién Ay al incremento del argumento Az, cuando éste
tiende a cero de manera arbitraria.

Observemos que en el caso general, a cada valor de % le corres-
ponde un valor determinado de la derivada #' (z), es decir, la deri-
vada es también funcién de z. 3
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Simultdneameénte con la notacién f' (z) para la derivada se
emplean también, otras designaciones., Por ejemplo:
v, Ve 2
L ¥ d:‘
El valor concreto de la derivada, para z = a, se designa por
V' {a) o F'ix—ﬁ_-_ i
La operacién que tiene por objeto hallar la derivada de la fun-
cién f (), se llama derivacidn de esta funcién (se usa también el
término «diferenciacidns).
Ejemplo 1. Dada la funcién y = z%. Hallar su derivada y*:
1) en un punto cualquiera =z,
2) para z =3
Soluei6n. 1) Cuando el valor del argumento es igual a z, y = =% Cuando
el valor del nnfu._mento es i%u.all a z+ Az, y+ Ay = (z + Az)’.
el & la

Hallemos
Ay e= (x4 Ax)d—a®= 2xAx 4 (Az)2.
Formemos la razdn Ay L
8z
Ay 2zAz (Az)?
> e - B

Pasando al limite, encontraremos la derivada de la foncidn:
Ay
'=lim —Z= lim (2z4Az)=2z,
b 0 Bz “:nu( s

Asf, pues, lo derivada de la funcidn y==2% en un punto cualquiera se
expresara por:
yre=2x,
2) Pare r=3 obtendremos:
¥ ey =236,
Ejemplo 2.
‘ - ’
ket hallar y*.

Solucién. Como en ol ejemplo anterior,

i i
Fri y+Av=:+h.

p— i1 41 _z—z—Az Az .,
Y ITaz T z{zTADm z{zFaz)’
Ay Lo
Az~ z(z+ Az}’

Ay 1 ] 1
'= lim —= lm | ~e—— | =
YT pxa0 B2 pxeep LT Z(zFAZ) =
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Observacién. En el parrafo anterior se establecié que, si el
espacio s recorrido por el punto mévil, en funcién del tiempo ¢,

viene dado por la formula

s=Ff (ﬂ),
entonces la velocidad v en el instante ¢ se expresard por la f6rmula:
v= lim ﬁg lim M
at=o At ar—o At
Por tanto,
=s=f(),

es decir, la velocidad es igual a la derivada*® del espacio respecto
al tiempo f. z

§ 3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Hemos llegado a1 concepto de derivada, examinando la veloci-
dad del movimiento de un cuerpo (punto), es decir, partiendo de

Fig, 57 Fig, 58

razonamientos puramente mecdnicos. Ahora daremos a la derivada
otra interpretacién, la geoméfrica, también muy importante.

Para ello es necesario, ante todo, definir la tangente a una curv
en un punto dado. ’

Sea una curva y un punto fijo My en ella. Tomemaos en la curva
otro punto M; y tracemos una secante MyM, (fig. 57). Si el punto
M, se aproxima ilimitadamente al punto M,, desplazidndose por
la curva, la secante MyM, ocupari las diversas posiciones MM,
M,M;, etc. 8i, con la aproximacién ilimitada del pupto M, por la
curva al punto M, (independientemente del lado por el que se
aproxima), la secante tiende a ocupar la posicién de una recta deter-

*) Cuando decimos sderivada respecto a = o «derivada respecto al tiempo t»,
et¢., tememos en cuenta que, al hallar la derivada, la varviable z o el
tiempo ¢, ete., %e id como arg) tog.
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minada M,T, esta Gltima se llama tangente a la curva en el pun-
to M, (el concepto etiende a ocupars se precisard més adelante),
Examinemos la funcién f(z) y la curva correspondiente,
yv="1(»
en el sistema de coordenadas rectangulares (fig. 58). A cierto valor
de z le corresponde un valer de la funcién y = f (z). A los valores
dados de z e y les corresponde en la curva el punto M, (z, y). Demos
al argumento z un incremento Az. Al nuevo valor del argumento
z 4+ Az le corresponde un valor «¢incrementados» de la funcién
y+ Ay = f (z + Az). A este filtimo le corresponde en la curva el
punto My (z 4+ Az, y + Ay). Tracemos la secante MoM; y desig-
nemos por ¢ el &ngulo formade por la secante y la direccién positi-

va del eje Oz. Formemos la razén % . De la figura 58 se deduce gue:

Ay
—=1gy. 1
Ar b

‘Cuando Az tiende a cero, el punto M; se desplazard a lo largo
de la eurva, aproximéandose al punto M. La secante MyM,; girara
alrededor del punto M, y el angule ¢ variara, al variar Az. Si,
para Az -0, el angulo ¢ tiende a cierto
limite @, la recta que pasa por el punto M,
y gue forma con la direccién positiva del eje
de abscisas el 4ngulo a, serd precisamente la
tangente que se busca. Sin dificultad hallare-
mos el coeficiente angular de esta tangente:

tgae= lim tgep= lim ﬁ=f(x).
Ax =0 az—+0 Ax

Por tanto,

3 o F . 9

7 @ = tga, @ fes
es decir, el valor de la derivada §' (z) correspondiente al valor dado
del argumento z, serd igual a la tangente del dngulo formado por la
direccién positiva del efe Oz y la tangente a la curva de la funcién
f (z) en el punto correspondiente M, (z, ¥).

Ejemplo. Hallar las tangeates de los dngulos de inclinacién de la linea
tangente a la curva y=z* en los pantos

; T ¢ e
M,y (?' _-i‘) 3 Ma(—4, 1) (fig. 39).
Solueibn, En virtud del ejemplo § § 2, se tiena: y’=22; entonces:
g oy =v’, =l tlgay =y ramy=—2.
x-E 3
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§ 4 DERIVACION DE LAS FUNCIONES
Definicién, Si la funcién
y=1f(2) S ¢ ¥

tiene derivada en el punto z = z;, es ﬁenoir.'si existe

tim &Y i [0k A2) — /{2y

az=0Axr Azl Az @

se diceé que para el valor dade # = z; la funcién es derivable o, lo
que es lo mismo, tiene derivada,

Si la funcién es derivable en cada punto de un cierto segmen-
to [a, bl o intervalo {a, b), se dice que la funcién es derivable sobre
el segmento la, b] o, respectivamente, en el intervalo (a, b).

Teorema. Si'la funcién y = f (z) es derivable en un punto z = x,,
serd continua en este punio.
En efecto, si

lim %= (@,

aA=+0

se tiene:

ﬁ=fw+v.

donde y es una magnitud que tiende a cero, cuando Az — 0, Pero

en este caso .

Ay =7 (20) Az + yAz;
de donde se deduce que Ay — 0, cuando Az— 0, lo que guiere decir
que la funcién f (z) es continua en el punto x, (véase § 9 del capi-
tulo II). ;

De este modo, en los puntos de discontinuidad la funcién no puede
tener derivada. La reciproca no es cierta, es decir, que de la continui-
dad de la funcién y = f (z) en cierto punto z = z4 no se deduce que
en este punto la funci6n es necesariamente derivable: la funcién f (z)
puede no tener derivada en el punto x, Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. La funcién f {z) estd definida en el segmento [0, 2] de la manera
siguiente {fig. 60):

f(z)==, cuando 0Lz,
f(z)=2x—14, cuando $t < zL 2.

Esta funcién no tiene derivada en z=41, aungque es continua ep
esta punto,
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En efecto, cuando Az >0, se tiene:

\im fU+Au)—7(1) lim [+ Aan)—1]—[24—1] lim g._s_:q:z‘
Ax—D Az Ax—+l Az Az AT
cuando Az < 0, obtensmos:
1jm LAHAD—IA)_ o Htds]—1 0 Az
Ax=0 Az Azl Az axp A3 7

Es decir que este limite depende del signo de Az, lo que significa, a su vez,
que en el ponto = =1 la funcién no tiene derivada*. Geométricamente, esto

y

Fig. 60 Fig. 61

significa que en el punto z = 1 la scurvas dada no tiene tangente determinada.
La conlinuidncr de la funcién en el punto z == 1 se deduce de lo siguiente:
Ay=Az, cuando Az <0,
Ay=2Az, cuando Az >0.
Por tanto, en ambos casos Ay — 0, cuando Az - 0.
Ejemplo 2. La funcién y = 7=, cuya grafica se muestra en la fig. 61, esté
definida y ea continua para todos los valores de la variable independiente.

Veamos, si esta funcién tiene derivada en el punto = = 0. Hallemos los valores
de la funcién on z==0 y en z = 0 - Az. Cuando z = 0, tenemos y = 0.

Cuando z =04+ Az, y+ A&y =} (B2).

Por consiguiente,
Au=f{dz),
Hallemos el limite de la razén del incr to de la funcidn al del

nrgumentq:
N 8V i Y8Ry L

Ax—+0 DT Azmp Az ax-0 P Az2
Asi pues, la razin del incremento de la funcién al del argumento tiende al infi-
nite en el punto z = 0, cuando Az — 0, y, por tanto, no tiene limite. Por
consiguiente, esta funcién no es derivable en el punto z = 0. La tangente

*) Segin la dofinicién de derivada, es necesario qus la razén %E tienda
a un mismo limite, do Az~ 0, independient to de la manera en que

Az tiende a cero.
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a la curva en este punto forma con el eje de abscisas un dngulo —E—, es decir,
coincide con el eje Oy.

§ 5. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES.
DERIVADA DE LA FUNCION y=x",
SIENDO » ENTERO Y POSITIVO

Para hallar la derivada de una funcién dada y = f {(z), basén-
dose en la definicién general de derivada, es necesario:

1) dar al argumento z un incremento Az y calcular el valor
incrementado de la funcibn:

¥+ 8y = f (z + Az);
2) hallar el incremento correspondiente de la funcién:
Ay = f(z + Az) — f (2);
3) formar la razén del incremento de la funcién al del argumento:

by_flz+An) —f(z).

Ax Az
4) calcular el limite de la razén mencionada, cuando Az - (:
y'= lim A itm M:!_@.
az=~0Ax Ax-0 Az

Este método general de cdlculo de derivadas lo emplearemos para
obtener las derivadas de algunas funciones elementales.
Teorema. La derivada de la funcin y = z" en la que n es un
niimero entero y positivo, es igual a nz™', es decir,
siendo y —z", ¥ =nzt-l. (n
Demostracién. Sea la funcién
y=z".
1) S8i z adquiere un incremento Ar, se tiene:
v+ Ay=(z+ A"
2) Segiin el binomio de Newton tenemos:

Ay=(z+ AD® — 2" =2"+ i;-x"“ Az +

+"—(’;-‘?2~11="”=(m-)"+ et (AD)" 2

Ay=nz""' Azt “(%;”x"“mx)‘ + i (AD™
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3) Hallamos la razén:

Ay net , n(n—1) -2 ne=1

— ——i A cae M .

Az nz 1.2 z z - + (Az}
4) El limite de esta expresién sera:
: 5 Ay

= lim 2=
¥ a:ToAz
= lim [m""-{- Mf‘-*m—;— +(az}"“’]=mﬂ".
Ax =0 1-2

Por consiguiente, ¥ = nz""!, lo que se trataba de demostrar.

Ejemplo 1.

y=28 y'e=hzb~1=5z4,

Ejemplo 2. y = z, y’ = tzi-t, ]y' = 1. El qltimo resultado tiene una
interpretacién geométrica muy sencilla: [a linea tangente a la recta y = =z
coincide con esta recta, sea cual fuese el valor de z, ¥, por tanto, forma con
la giirawién positiva del eje Oz un dngulo cuya tangente es igual a 1.

Observemos que la férmula (I) es valida también, cuando n es
negativo o fraccionario, como comprobaremos en el § 12.

Ejemplo 3. y=Vz.
Rep esta funcién en forma de potencia
1
yz:‘i‘
Segtn la férmula (I) (teniendo en cuenta la observacidn que acabamos
de hacer), obtenemos:

i
p= %:2
O
y"—_!_-
2y’
1
E lo 4, go=—.
femplo & y=——m
BRepresentemos y en forma de funcidn potencial
-3
Y=z z .
Entonces,
&
— et 3
[ . 2
L'l 3 z = -f'.-’ = 22’ 'VE
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§ 6. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES y = sen x5

V= cos oo
Teorema 1. La derivada de sen x es cos z, es decir,
siy=senz, {f =co3 a. (11)

Demostracién., Demog al argumento z un incremento Az, enton-
cea:
1) y -+ Ay =sen (z+ A2);
z4 ﬁx—zcoaz+£!;z+a:=

2) Ay=sen(xr -+ Az) —senzr=2sen

= Zsenf-z‘f-cos (z—|— %‘5),

A Zsen%cos(x+%) sen% i
Y
— = = cosfz4—};
3 Az Az Az ( = 2)
2
Az
Ay sen— e
4) y= lim —= lim - lim cos( —),
) ¥ Axl-vod:c Ax =0 &_x Ax -0 al 2
2
pero, puesto que
sen —
lim =1,
Ax=+0 az
2

se tiene:

¥ = lim cos (z -+ éf) =cosz,
ax—=0 2 )

Esta igualdad se obtiene, teniendo en cuenta que cos z es una
funcién continua:
Teorema 2. La derivada de cos z €3 —sen z, es decir,
siy=cosx Yy = —sen z. (I11)
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Demostracién: Demos al argumento £ un incremento Az. Entonces:
¥+ Ay =-cos{z -+ Az);
Z - A;:——:csenz+ A21:+z -

Ay =cos(z 4 Az) —cosz= —2sen

-=—2sen%zsan (x-i—%):

A 86N —— i
R e oF
Az Az m(x"' 2)‘
2
Az
Ay Eell? Az
‘= lim == lim — —):-
¥ EEOM Ax =0 _: san(x-'. 2
2
= — lim scn(z+g);
Ax =0 2

¥, teniendo en cuenta que sen x es una funcién continua, finalmente
tenemos:

Yy = —sen z.

§ 7. DERIVADAS DE UNA MAGNITUD CONSTANTE,
DEL PRODUCTO DE UNA MAGNITUD CONSTANTE
POR UNA FUNCION, DE UNA SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE

Teorema 1. La derivada de una constante es igual a cero, es decir,
siy=C y C = const, se tiene y’ = 0. (Iv)

Demostracién. y = C es una funcién de z tal que todos sus
valores son iguales a C para cualquier z.
Por tanto, cualquiera que sea el valor de z, se tiene:

y=7f(z) =C.

Demos al argumento z un incremento Az (Az % 0). Como la
funcién y conserva el valor C para todos los valores del argumento,

se tiene
v+ ay=J(z+ A7) = C.
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Esto quiere decir que el incremento de la funcién es igual a cero:
By =1(+ A —f@=0.
La razon del incremento de la funcién al del argumento es

y. por tanto,

es decir, y' =0,

Este resultado tiene una sencilla interpretacién geométrica.
La grifica de la funcién y = C es una recta paralela al eje Oz. Por
tanto, la linea tangente a la grafica coincide con esta recta en cada
uno de sus puntes y, como consecuencia, forma con el eje Oz un
dngulo cuya tangente y* es igual a cero,

Teorema 2. El factor constante se puede escribir fuera del signo de
derivada, es decir,

si y=Cu(z), donde C =const, entonces y’ = Cu' (z). W)
Demostracién. Razonando como en el teorema anterior, tenemos:
y="Cu(x),
V4 Ay =Cu(z+ A),
Ay=Cu(z + Az) — Cuf{z) =C[u(z 4 Az} —u(2)],
Ay _pulet ) —u ()
Az Az '

g lim g 1 BRESD BB, s e O ().
ax—=0 Az Ax =0 Az

i
Ejemplo 1, ype=B8—=.
femplo L V=057
i

s () = (F) =a (=) T g,

b¥les

es decir,
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Teorema 3. La derivada de la suma de un mimero finito de las

funciones derivables es igual a la suma de las derivadas de estas fun-
ciones*).

Por ejemplo, en el caso de tres sumandos tememos:
y=u@+v@+wa;y =@ +v@ -+ @ (VD
Demiostracién: Para los valores del argumento z se tiene:
y=u-tv-tw

(para abreviar, omitimos z en la- designacién de la funcidn).

Para el valor del argumento z 4 Az tenemos:
¥+ Ay = (u+ Au) + (v + Av) -+ (w0 -+ Aw);
donde Ay, Au, Av y Aw son incrementos de las funciones y, u, v y w,

que corresponden al ineremento Az del argumento z. Por con-
siguiente,

Ay Au | Av | Aw

Ay=Ou+ Av4 Aw, K _ZE L0, Aw

¥ st Az ax+Az Az
Ay

Au Av Aw
= lim —= = lim —+4 lim —+4 lim ==
¥ M-rflndz nx-n-loﬁm-l-a:lﬂodz-l-n—-oﬂz

(=%

V=u (@) + v () + v (2.
‘Ejemplo 2, y=3z4— 'I;; '

v'=3(='-)‘—-(r—%]'gﬂ.ga_(_h]x ; )

es decir, ;
zVz

Teorema 4. La derivada del producto de dos funci derivables
es igual al producto de la derivada de la primera funcién por la segunda,
mds el producto de la primera funcién por la derivada de la segund&.ﬁ;

v’ =128 4

decir, st y = uv, entonces y' = u'v + wv'.
Demostracion. De un modo andlogo al teorema anterior, obte-
nemos:
v+ Ay = (u+Au) (v Av),
<Ay =(u+ Au) (v Av) —ur = Auv - uAv + Au Ap,

*) La expresién y = u () — v (z) os idéatica & la expresién y = u (z) 4
+ (—1) v (z) ¥, por consiguiente,
V=0@+ @ =v @+ [—v@) =v (@)~ @

534 v e
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Eofortent

: Ay . Au Av Av
= lim == lim — 1§ — lim Au—=
¥ A:Enm aalEoAzu-i-qunM-'-uwo udz

:,.—.( 1im E"-)v+t.|t lim 2-{- lim Au lim 5‘—9
sz~ 0 Az sx=+0Az Az-=o0  Axz=-oAr
ya que u y v no dependen de Ax.

Analicemos el tltimo término del segundo miembro

lim Ai lim ﬁ.
Ax—+o Ax-+0Az

Puesto que la funcién u (z) es derivable, serd también continua.
Por tanto, lim Au = 0. Ademés
Ax~d

o A% ke oo,
Ax -0 Az

Asi, el término examinado es igual a cero y en definitiva tenemos:
v o= uv+ w
Baséndonos en el teorema demostrado. se deduce ficilmente la regla
para la derivacién del producto de cualquier nimero de funciones.
Si tenemos, por ejemplo, el producto de tres funciones
y = uow,
entonces, representando el segundo miembré como producto de
w y (vw) obtenemos: y" = u’ (vw) 4 u (vw)" = wew + u (Vw +
w') = u'vw + w'w + vow', De la misma manera se deduce
una férmula anéloga para la derivada del producto de cualquier
niimero (finito) de funciones, Es decir, si y = uju,...u,, tenemos:
_TI’ a3 u";u%' 4% u'l-lun"l'ulu;- oo un—luln 4 Uy . Uyl
Ejemplo 3. Si y=z®senz, se tiene:
y'={=z?)" sen -} 22 (sen z)' =2z gen x4z cos r.
Ejemplo 4, Siy="1/zsenzcosz, se tiene: )
v'={(Vz) senzcosz+ V= (sen z) cosz+ |z senz(cosz) =

i - -
= : 3 % (~=pon £} ==
2Wsenzws:+ﬁmxwa:+v:¢sen (~—sen 1)
=#«_;sen¢-mnx+'|/;(cm?:-—-sem:]_= é_pf:_.-l-'VEcoszs. !
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Teorema 5. La derivada de una fraccién (es decir, del cociente de
la divisién de una fune¢ién por otra) es igml a otra fraccién que tiene
por denominador el cuadrado del d, i de la fraceién dada y por
numérador, la diferencia entre el producto del denominader por la
derivada del numerador y el producto del numerador por la derivada del

denominador; es decir si y = % , 8¢ tiene y' = u'v-v:uv . (VIID

Demostracién. Si Ay, Au y Av son los incrementos de las funcio-
nes ¥, u, v que corresponden al incremento Az del argumento =z
entonces g8 tiene:

u+ Au
A = '
y-1 Ay g
vd+A uw vAu—udv
Ay = — = y
v+ 4 v v(v+ Av)
vAu—ulAv  Au Av
—_— V—t—
Ay Az _ Az Az
Az v(v+4 Av) v(v+ Ay
ﬁ"u—u-&f v lim ——u lim 9—’-’
i T _ﬁ;y= lim Az dx a;—»nﬂz Az =0 Az
ax =0 Az A:-n v(v+ Av) v lim (v4 Av)
Ax-+0
Observando que Av—- 0, cuando Az — 0%), obtenemos:
y.l___'u’v—uu'
g

.'Ejemplo 5. 8i r=—

z
— tendremos:

. {=H c-os:-—:.‘(cosx] _Bztcosztadsenz

v cogh x costz
Observacién. Dada una funcién del tipo
r_u(:r)
a5 C

en la que el denominador C es una constante, para derivar esta fun-
cién no hace falta recurrir a la férmula (VIII); en este caso es més

* Al[mom.- =0, ya que la funcién v(z) es derivable y, por consiguiente,
Xl

countinua,
[
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conveniente la férmula (V):
__(3_ )_ 1,
v=\¢*)=¢c¥=%

Es obvio que este mismo resultado se obtiene, aplicando 'la
formula (VILI).

Ejemplo 6. Si um——‘:—%’i. tendremos:

,  {eosz)’ sen x
Y= -————7—-.

§ 8. DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA

Teorema. La derivada de la juncién log, x es igual a %mg‘ e, &s

decir, si y = logaz, se tiene y" = %logn £ (IX)
Demostracién. Supongamos que Ay es el incremento de la fun-

¢i6n y = log, z, correspondiente al incr to Az del argumento z.

Entonces: :

y + Ay = log, {z -+ Az}

Ay = log, (x + Az} — Ioguzslng¢z+ Mm log, (1 3= éf),
z 0

y_ 4 ( ‘5_*’)
M-&:lu& i+:.: i

Multiplicando y dividiendo por z el segundo miembro de la dltima
igualdad” obtendremos:

) i
Ay 1w ( M) 1 ( Az)‘“
——=""""'}0n 1 — | == lo i ey .
Ar T Az d ks T T ga\1+ o

Designemos por a la magnitud'%g, Para un valor dado de x, & — 0,
si Az — 0. Por tanto

A _ Liog+a) .

Az

Hlu—h
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Sin embargo, como se sabe, {§ 7, cap. II),
1
Hm (1 4+ a)®
u"’
Si la expresiébn que se halla bajo el signo de logaritmo tiende
al nimero e, el logaritmo de ésta tiende hacia log,e (en virtud de

Ia continuidad de la fancién logaritmica). Segiin esto, tendremos en
defmitlva

Ay
= lim 24— Iim —ln 14 a =—]o,
¥ iy ga (1 + ) * €a @
1 : i
Congiderando que log, e = o=y la f6rmula obtenida puede escribir-

se como sigue:
1

Ina’

_ 1
Ve=z

Veamos el siguiente caso particular. Si en esta férmula ¢ = e,
In a = In e = 1, es decir, cuando y = In z, se tiene
1

Y= = (X)

§ 9. DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA

Supongamos y = f (z) una funcién compuesta, es decir, una
funcién tal que pueda ser representada en la forma siguiente:
y = F (u), u=0q(
o y=Flg (z)] (cap. 1, § 8). La variahlo u en la expresién y=F (u)
se denomina argumento (variable) intermedio.
Establezcamogs la regla de derivacién de una funcién compuesta.

" Teorema. Si en cierto punto z la funcién u = ¢ (z) tiene por
derivada uy = @' (x) ¥ la funcién y = F (u) tiene por derivade y, =
= ' (u) para el valor correspondiente de u, la funcién compuesta
v = F [p (2)] en el punto dado x tendrd también derivada, cuya expre-
sidn serd:

Y= Fu W) ¢ (2),

donde u debe ser sustituida por u = ¢ (z). La férmula obtenida se puede
expresar en forma abreviada, como sigue:

Yo = Yilte
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es decir que la derivada de una funcitn compuesta es igual al producto
de la dertvada de la funci6n dada respecto al argumento intermedio u por
la derivada del argumento intermedio respecto ¢ z.

Demostracién., Para un valor determinado de z, se tiene:
u= () y=F@)
Para el valor incromentado del argumento z 4 Az, tenemos:
u-Au=¢(x+ Az), y+ Ay = F (u + Au).

a

Al incremento Az le corr el i to Au, al que,
a su vez, corresponde el incremento Ay; ademds, cuando Az —- 0,
Au y Ay tenderin también a cero, Segin la hipdtesis:

1 Al e
Au=+0

Segtin la definicién de limite, obtendremos (para Au =% 0):

ﬁ: ;
i Vuta )

donde a — 0, cuando Au -» 0. Escribamos la ecuacién (1) en la forma:
Ay=y'uau+a.&u. (2)

Sea cual fuese a, la ecuacién (2) se verifica también para Au = 0,
puesto gue se convierte en identidad, 0 = 0, Cuando Au = 0,
suponemos que o = 0. Dividiendo por Az los dos miembros de la
ecuacién (2), tenemos

L=y = e —, @

Segiin la hipétesis:

Pasando al limite en la ecuacién (3), cuando Az ~ 0, hallaremos:

V= Yyl 4
Ejemple 1. Dada la funcién y=sen (<8), hallar y,. Interpretemos la fun-
cién propuesta como funcién de funcié
y=senu, w=zx2,
Tenemos y, =cosu, U;=22-
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Por tanto, segin la férmula (4):
Vo=, Uy=008 -2z
y sustituyendo u por su expresifn, obtenemos en definitiva:
Yy ==2z coa (z).

Ejemplo 2. Dada la funcién y=/(lnz)3, hallar y. Representemos la fun-
cién propuesta de la forma signiente:

y=u? u=Inz.
Tenemos

vy = 3ud, uy -3; .
Por consiguiente,
y;=3u='—:-»=-3 (Inz)? %— 4
Si la funcién y= f (z) es tal que puede ser representada en la forma
y=F@), u=9p@), v="9(@)
su derivada y; se obtiéne, aplicando sucesivamente el teorema anterior.

mos que
Yx= Yultx.

Aplicando el mismo teorema para ballar u;, tememos:
Uy == Ugly,

y sustituyendo en la primera igualdad el factor ui por su expresién,
obtenemos:
Yo = Yullolx (5)
6
v = Fy (1) 95 (v) ¥z (2). ’
Ejemplo 3, Dada la funcién y=sen[(ln z)?], ballar p,. Representemos
la funcién propuesta en la forma
y=senu, u=vé v=Inz
Tenemos:
Vy=rto0su, u,=m%, v;:-:— =
Por tanto, segin la f6rmula (5):
- L I ) 1
V= yuuyte =3 (cos u}v*? =
y- finalmento;

U=008 (15 2)9] -3 (ln 2 = .

Hay gm tener on cuenta que la funcién examinada estd definida sélo-
cuando = > 0.
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§ 10. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES y = lgx,
y=cotgw, y=In|x|
1
Teorema 1. La derivada de la funcién y = tgz es igual a py-repel

1
es decir, st y = tgx, ' oSt E =
Demostracion. Sea
senx
y=—=,
cosx

de la férmula para derivar fracciones (véase férmula (VIII), § 7,
capitulo IT1), se tiene:

(sen 2)°cosa —senz(cos®)’ coszcosz —senz(—senz)

it cos’z cos*z
cos’ z + sen’z 1
cos’x Seorz
Teorema 2. La deriveda de la funcidn y = cotg x es igual a — sonts '
es decir:
st y=cotegz, ¥ = — (XII)

sen’z

Demostracién. Sea

__cosx
senz
se tendrd
i (cosz) senz —cosv(senx) —senzsenzy — Loszeosy
J st oy
sen®z ] sen’x
_ sen’z+cos’T 1
sen®r sen” x
Ejemplo 1. 8i y=tg V=,
4

i WS’W ey VI - 2'1(: cos? Vx )
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 Ejemplo 2. 8i y=Incotgz,

.

y'=

1 (cotg )’ ==t I, 1 2
cotg = g T eotgz ("sm’zJ_ €08 Z 8én senfz

Fg. 62

Teorema 3. La derivada de la funcién y = 1ln | x| (fig. 62) es
fgual a -;«.. es decir,

1

siy=Injz} y=—. (X1II)
Demostracién. a) Si 2 > 0, se tiene |z | =2, In |z|=Ins,
¥ por tanto:
V==
b) Supongamos que z << (0. Entonces |z | = — z. Pero
In |z]=In (—z),

(observemos, que si <0, —z>U).
Interpretemos la funcién y = In (—z) como funcién compuesta,
haciendo
y=1In u;u=—=z
Entonces,

i ai i 1 1
Y = Yyllx = E (_1.) = —_—-; (——1}_\._ -2':_ =

De este modo, para los valores negativos de z también se veri-
fica la igualdad
Pi 1
Y= 70
Por tanto, la formula (XI11I) queda demostrada para cualquier valor
de 7540 (para « = 0 la funcién In | z | no estd definida).
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§ 11. FUNCION IMPLICITA Y SU DERIVACION
'

Supongamos que los valores de dos variables, z e y, se encuentran
ligados mediante una ecuacién que, simb6licamente, escribire-
mos asi:

F(z, y) =0. (¢))]

Si la funcibn y = f (z) definida en cierto intervalo (e, b) es tal
que, al sustituir y en la ecuacién (1) por la expresién { (z), la ecuacifn

Fig. 68 Fig. 64

se convierte en una identidad respecto a z, la funcién y = f (z)
recibe el nombre de funciénimplicita determinada por la ecuacién (1).
Por ejemplo, la ecunaecifn

2ty —at=0 2

determina implicitamente las siguientes funciones elementales
(figuras 63 y 64):

y=Va—2 @
y=—"Va* -7 ' (4

En efecto, al sustituir y por sus expresiones en la ecuacién (2),
la convertiremos en identidad, es decir

2 + (@ — %) — a® = 0,

Las expresiones (3) y (4) se han obtenido mediante la resolucién
de la ecuacién (2) respecto a y. Sin embargo, no toda funcién dada
implicitamente puede ser representada en forma explicita, es decir,
en forma y = f (z)*, donde f (z) es una funcién elemental.

*) Si la funcién viene dada en la forma y = f (z), se dice que estd dada
en forma ezplicita o que e una Huncién ezpliciza.
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Por ejemplo, las funciones dadas por las ecuaciones
VY—y—2=0

y—x—i—mny=0,

no pueden ser expresadas mediante funciones elementales; es decir,
no pueden ser resueltas respecto a y.

Observacién {. Es necesario sefialar que los términos ¢funcién
explicitas y «funcién implicita» no caracterizan la naturaleza de
la funcién, sino la manera en que ésta viene dada.

Toda fancién explicita, y = f (), puede ser representada también
en forma implicita, y — f () = 0.

Veamos c6mo se obtiene la derivada de una funcién implicita,
sin transformarla en explicita, es decir, sin representarla en la
forma y = f ().

Supongamos que la funcién viene dada por la ecuacién

2 4yt —a? = 0.

Si y es una funcién de z, determinada por la ecuacién anterior,
ésta serd una identidad.

Al derivar ambos miembros de la identidad respecto a z, con-
siderando que y es una funcion de z, obtendremos (aplicando la
regla para derivar funcién compuesta):

2z ++ 2y =0,
de donde:

y'—_——._il

Anotemos que, si derivamos la correspondiente funcién explicita

V= l‘az—l‘z.

obtenemos:
- _z =z
T V-2 v'

es decir, el mismo resultado.
Examinemos un ejemplo més de funcién implicita y en fun-
cién de z:
v —y—22=0
Derivemos respecto a z
bty —y —22=0,
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v hallamos
y‘ = —..25—
6 —1"

Observacién 2. De los ejemplos citados se deduce que, &i se trata
de hallar la derivada de una funcién implicita para un valor dado
del argumento z, es preciso conocer primeramente el valor de la
funcién y para el mismo valor dado de z.

§ 12. DERIVADAS DE LA FUNCION POTENCIAL
CON EXPONENTE REAL CUALQUIERA,
DE LA FUNCION EXFONENCIAL
Y DE LA FUNCION EXPONENCIAL COMPUESTA

Teorema 1. La derivada de la funcién =", en le que n es un nimero
real cualquiera, es igual @ nx"3, es decir,

si y=2z", se Hene y =na""". ()
Demostracién. Supongamos que z > 0. Tomando logaritmos
de la funcién dada, tendremos
Iny=nrlnz
Derivemos amhbhos miembros de la ecuacidn respecto & x, con-
giderando que y es funcién de x:

Ko i aipiin
¥ =Ryry=smee
Introduciendo aqui el valor y = z", obtenemos en definitiva:
¥ =nz"
Es facil demostrar que esta férmula es correcta también, cuando
z << 0, siempre que z" tenga sentido*).
Teorema 2. La derivada de la funcién a*, en la que a >0, es
igual a a* In a, es decir,

siy=a*, y=a"Ina. (XIV}
Demostracién. Tomando logaritmos de la igualdad y = a%,

se tiene:
Iny=zlna.

*) Dichu férmula ha sido ya demcstrada (? 5, cap. III) para el caso en
que » es un mimero enfero y positive. Ahora la férmula (I) queda generalizada
para cualquier nidmero constante n.
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Derivemos la igualdad obtenida, considerando y como fun-
citn de z.

g-y'm lna; ¥y =ylna,
0 sea
¥ =a"lna.
Si la base es @ = ¢, entonces In ¢ = 1, y obtenemos la férmula:
y=¢e", y=¢" (X1V )
Ejemplo {. Dada la funcién
y=e*,
Interpretémosla como f) dn comy introduciendo el argumento

intermedio u:
Y=Y, u=1z%;
entonces,
; Y= e, uy=2r,
Por tanto,
yp=eh2r= %2,

La funcién en la que tanto la base como el exponente son funcio-
nes de z se llama funcién exponencial compuesta. Por ejemplo,
(sen T-"}*‘_, z'8*, z= (ln z)* y, en general, toda funcidn de la forma

y=[@rY=v.")

Teorema 3.

Si y=u", entonces y = vu" "W -} u°v Inu. (XV)

Demostracién. Tomemos logaritmos de la funcién y:

lny =vinu

Derivando - respecto a z la igualdad obtenida, tenemos:

L g
;y =vo-u +vinu, |
de donde:

V=y (vi + v’lnu) §
(/3

Introduciendo - la expresion y = u”, obtenemos:
¥y =ww e Inu.

*) Tal funcién se suele llamar también ezp tal p fal o pot
exponencial,
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Asi, pues, la derivada de la funcién exponencial compuesta
consta de dos términos que se obtienen del siguiente modo: el primer
sumando si, al derivar, suponemos que u es funcién de z, mientras
que v es constante (u® se interpreta como funcién potencial); el
segundo, si suponemos que v es funcién de z, permaneciendo u cons-
tante (u® se interpreta como funcibn ezponencial)

E o 2 Si =%, fe=zz®-t (2"} 2% (2') In =, a s0a,
y’—z‘jerg‘lnzn:‘{i-l— hfz) L ek

Ejemplo 3. Si y=(senz)*", tendremos

y* =23 (son )1 (sen 2)’ - (sen 2)*" (a)’ In sen 2=
=8 (sen ™1 cos z 4 (sen 2)* 2= In sen =.

El procedimiento, aplicado en este pérrafo para calcular deri-
vadas, consiste.en hallar primeramente la derivada del logaritmo
de la funcién dada. Este procedimiento se utiliza ampliamente en la
derivacién de funciones, y, a veces, simplifica mucho los cdlculos.

Ejemplo 4. Hallar la derivada de la funcién

412 V=—1
y= TA) . .
Solueién, Tomando logaritmos, encontramos:
Iny=21n (2444510 (e —)—3 n (a4 —2.
Derivemos ambos miembros de la igualdad:
¥ 2 + 1 3 1
Wz 2E—1) z+4
Multiplicando por y, ¥ sustituyendo y por & -(t-’ré}:i:l ¢ obt

. (eH1pVESI[Q 2 1 3,
T b T B

Observacién. La expresién L. (In %), que es la derivada

respecto a z del logaritmo natural de la funcidn dada y =y (z),
se llama derivada logaritmica.

§ 13. FUNCION INVERSA Y SU DERIVACION
Supongamos, 2
y=1f() 1)

es una funcidn creciente (fig. 65) o decreciente definida en cierto inter-
valo (a, b) (a2 <<b) (§ 6, cap. I). Hagamos f (a) =¢ y f(b) =d. Para
concretar, en adelante consideraremos sblo la funci6n creciente.

Examinemos dos valores diferentes z; y z; pertenecientes al
intervalo (a, &), De la definicién de funcién creciente se deduce
que, si zy <<z, ¥ =f (%), ¥z = f(7zz), entonces y, << y.. Por
tanto, a dos valores x; y a3, les corresponden dos valores diferenteés
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yy e ¥= de la funcién. La reciproca también es cierta. Es decir, si
¥y < Yo, Y1 = f (1) e ya = f (x2), entonces, de la definicién de fun-
cién creciente, se deduce que x, << ;. Deeste modo, entre los valores
de z y los correspondientes de y se establece una relacién biunivoca,

Fig, 65

Interpretando los valores de y como valores del argumento,
y los valores de = como valores de la funcién, obtendremos z como
funcién de y:

z=0(@. (2)

Esta funcién se denomina inversa de la funcién y = f ().

Reciprocamente la funcién y = f (z) es la inversa de la funcién
T = .

Rﬁz%gando del mismo modo, se puede demostrar que una fun-
cién decreciente también tiene su inversa.

Observacién 1. Indiquemos, sin demostracién, que, si la funcién
creciente (decreciente) y = f (z) es continua en el segmento la, b),
siendo f (@) = ¢ y f (b) = d. entonces la funcibn inversa estard defi-
nida y serd continua en el segmento lc, dl.

9'[ {':;':T

Fig. 66 Fig. 67
-
Ejemplo 1. Seala funcién y = #3. Esta funcién es crecionte en el intervalo
Infinito — oo << 2 << 4+ oo y Su inversa es == ¥y (fig. 66).
Observemos que la funcién inversa z = ¢ (y) se halla, resol-
viendo la eéuwacién y = f (z) respecto a =z.
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. Ejemplo 2. Sen la funcién y == ev. Esta funcidn es creciente en el intervalo
infinito — oo <z << 4~ vo; su inversa es z = ln y. El dominio de definicion
de dsta es 0 < y << oo (fig. 67).

Observacion 2. Sila funcién y = f (z) no es creciente, ni decrecien-
te en cierto intervalo, ella puede tener varias funciones inversas¥).

Ejemplo 3. La funcién y = z* estd definida en el intervalo infinito

— 00 < z << 4~ o0. No ¢s creciente, ni deereciente, nl tampoco tiene funcifn
inversa. En el iftervalo 0 <<z < + oo dicha
y funcién es crecients y su inversa es z = Vy.
En el intervalo — oo << <20 la misma fun%i)z_q

gerd decreciente y su inversa €8 x = —
(fig. 69). ¢

Observacién 3. Siendo y=f(z) ¥y 2=
=g (y) funciones reciprocamente inver-
sas, sus gréficas se representan por una
misma curva.

Pero, si designamos por z el argu-
mento de la funcién inversa y por y la
propia funcién, entonces las graficas de

Fig. 68 las dos funcionés sérdn ya distintas en un
mismo sistema de coordenadas.

Es fdcil ver que las gréificas serdn simétricas con respecto a la
bisectriz del primer &ngulo de coordenadas.

Ejemplo 4, En la figura 67 estin trazadas las graficas de la funcién y = &
(o dez=Iny) ¥ de su inversa, y = In z, examinadas en el ejemplo 2.

El siguiente teorema nos permitird calcular la derivada de la
funcién y = f (), conociendo la derivada de la funcién inversa.
Teorema: Si para la funcién
y=1(@ (1)
eviste una funcidn inversa
z = @ () @

tal que en un punto analizado y tiene derivada ¢" (y), distinta de cero,
entonces la funcién y = f (z), en el punts correspondiente x, tiene

derivada ' (%), lgual a q='1(ly) , es decir, s verifica la frmula
1
@) =—. XVI
(=) e (XVI)

e

*) Insistimos que, al docir que ¢y es funcién de z», entendemos que y de-
pende de x de modo univoco. .
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De este modo, la derivada de una de lag dos funciones reciproca-
mente inversas es ignal a la unidad dividida por la derivada de la
segunda funcién, para los correspondientes valores de z e y*),

Demostracién. Dando a y el incremento Ay, de la igualdad (2)

deducimos
Az = @ (y +-Ay) — ¢ (y).

Como @ (y) es una funcién mondtona, se tiene Ax = 0. Escribamos
la identidad

dy__ 1
Az Az’
Ay

Por ser continua la funcién ¢ (y), Az — 0, cuando Ay — 0.

Tomando el limite, cuando Ay -+ 0, en ambos miembros de la
Gltima identidad obtenemos:

i 1
y:=-“_'7|
Ty
0 sea. 7
1
f@y=—-,
. LAt

es decir, llegamos a la férmula (XVI).

Observacién. La formula (XVI) se pueds obtener también, apli-
cando el teorema de derivacién de funciones compuestas.

En efecto, derivemos los dos miembros de la igualdad (2) res-
pecto a z, considerando que y es funcién de z:

1=q¢ W)y,
de donde:
1
Vo= e,
¥ (¥

La interpretacién geométrica es evidente. Examinemos la gré-
fica de la funcién y = f (z) (fig. 69). La,misma curva sera la grafica

*) Cuando escribimos f* (z) o y;. consideramos que, al caloular la derivada,
tomamos z como variable independiente. Cuando escribimos @' (y) o 2y, conside-
ramo$ que, al caleular la derivada, la variable indepondiente es y, Observemos
que después de oblener la derivada respecto a y que figura en el 2° miembro
de la férmula (XVI), es necesario sustitulr y por f (z).

7o Bl
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de la funcién z = ¢ (y) en la que z se considera como funcién e y,
como variable independiente. Consideremos un punto M (z, u)
de esta curva, TIr una tangente a la misma en este punto.
Los dngulos formados pot la tangente mencionada y las direcciones

positivas de los ejes Oz y Oy los designaremos

y y=fiy DOr G y P respectivamente. En virtud de loa
] regultados obtenidos en el § 3, acerca del signi-
ficado geométrico de la derivada, tenemos:
™, ’
y f (@) =tga } @
: @ () = 1gB-
g De la figura 69 se deduce que, si u<% , 80
¢
A * tiene: -
' Fig. 69 ' prmig =
Ahora bien, 5i a >%, naturalmente § = %—1 —a.
Por consiguiente, en cualquier caso
tgf = cotga
de donde
tgatgp = tgacotga =1,
o¥ sea
1
tga = —.
tgp

Introduciendo aquf las expresiones detga y tgf de la férmula (3),
obtenemos:
= &,

7 ()

§ 14 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Y SU DERIVACION
1) Funcién: y = arcsen z,
Examinemos la funcién
z=s8en ¥ (1)
y construyamos su grafica, dirigiendo el eje Oy verticalmente hacia
arriba (fig. 70). Esta funcién estd definida en el invervalo infinito
— o0 <<y <<-0o.Enel segmento-%-(y{-} , la funcién z=sen y
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es creciente, sus valores llenan el segmento —1 < z < 1. Por eso
la funcién == sen y tiene su inversa, que se escribe asi: y = arcsen z*).
Esta funcién estd definida en el ségmento —1 < z-< 1, sus

valores llenan el segmento — -g- <y -Q%‘ : g
En la figura 70 la grafica de la funcién g
y = arcsen z va en linea gruesa.
Teorema 1. La derivada de la funcidn e
1 —
arcsen x es igual @ —m—e— | i =1 ] x
gua Viea es decir,
s 1
st y==arcsen z, se liene j' = ———. (XVIII 18
Viea ) 2
Demostracién. Segin la igualdad (1) \x'my
tenemos: 5 Fig. 70
z, =cosy,
y conforme a la regla para derivar la funcién inversa, serd;
. 1
e
z, cosy
pero

cosy=V1—sen’y="V1—2"
Entonces
1

Vo=

R
La raiz lleva el signo positivo, porque el valor de la funcién y =
= arcsen z se encuentra en el segmento — % << -g- de donde

cos y >0,
Ejemplo 1. y=arcsen ex,
SR S S S
Vi O S ime
Ejemplo 2. y= (amsen %-)..

1

it s
PRVF=1

y* == 2 arcsen —
L 1

(%-) ’= —2 arcsen T:"

*) Observemos que la igualdudly == arcsen x conocida del curso de trigo-
nometria, es otra forma de escribir la igualdad (1). Aqui (dado z), y significa
conjunto de valores de los dngulos, cuyo seno es igual a =,

™
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2) Funcion: y = arccos .
Como en el caso anterior, examinemos la funcidn

x = cos Y, @

construyamos su Erética y dirijamos el eje Oy hacia arriba (fig. 71).

Bsta funcién estd definida en el intervalo infinito — oo << y << +

+ oo, En el segmento 0 < ¥ < n la funcién x = cos y es decrecien-
te y tiene su inversa designada asi:

Y = Arccos z.

¥

x Esta funcién éstd definida en el segmento — 1 <<
<x<1. Los valores de la funcién llenan el

¥ segmento 7t > y>0. En la figura 71 la grifica
de la funcién y = arccos z va en linea gruesa.

Teorema 2. La derivada de la funcign arccos

x x es igual g —-—1--~, es decir, si y—arccosz,

-1 t Vi—z

X=COSY Z 1
se tiene | = —*'-:l'-/'—-‘i;:—“:—.._.;; 5 (XVIID)

“0rC 05X

Fig. 71
Demostracién. Segin la igualdad (2) tenemos:

Zye== —geny.
Por tanto,
e 1 _1_____ 1
T sen y V1 —cos’y

Pero cos y == z, entonces:
" S

Vi—a*

En la igualdad sen y = V1T =cos® y la raiz lleva el signo positi-
vo, porque los .valores de la funcién y = arccos z se encuentran
en el segmento 0.y < o, por consiguiente sen y > 0.

Ejemplo 3. y=arccos (g =},

, q i 1 1
yE_V‘l—-tg'::“gx) Vi=tgiz 00?2 "

3) Funcién: y = arctg .

Examinemos la funcién

Y=

z=1tgy
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y construyamos su grafica (fig. 72). Esta funcién estd definida para
todos los valores de y, excepto y=(2k+1);(k=o. 41,42, ...).
En el intervalo wfzi‘::y-:-gh la funcién z = tgy es creciente
¥y tiene su inversa:

y=—arctgz.
La funcién estd definida en el intervalo — oo << ¥ << + oo y sus

valores llenan el intervalo — 121- <y< 3%- En la figura 72, la

grifica de la funcién y = arctg = va en linea gruesa,
Teorema 3. La derivada de la funcién arctg = es igual a *1-:—32 s

es decir, si y = arctg =, se tiene ¥’ = T—T—i? (X1X)
Demostracién. Segin la igualdad (3) tenemos:

1

2

¥,= y
cos'y

Por tanto,

y;=1.=808’y.
Zy
pero
cqsay=—-1-§—=-—-1—z-:
sec’y  1--tg'y

¥, puesto que tg ¥ = z, tenemos en definitiva:

Ejemplo 4. y==(arcigz)4,
1
Tz

p’ =4 (arctg )3 (arctg £)’ =4 (arclg z)?
4) Funci6én: y == arccotg z.
Examinemos la funcitn "
z =cotg y. (4)
Esta funcién estd definida para todos log valores de y, excepto
y=ka{k=0, 14, + 2). La grafica de la funcién estd representada
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en la figura 73. En el intervalo 0<<y<n la funcién z=cotgy

es decreciente y tiene su inversa, la cual se designa asi:
iy = arccotg z.

La funcién, por tanto, estd, definida en el intervalo infinito
—o00 << g < +oo0 y sus valores llenan- el intervalo n > y = 0.

ryy

Ay

] -

g . qg'ﬂf:fgx ’ i i \k
] X

ew

Xet _X .
xcolgy
y=arc cofy x
=17, N \
_,-; o __:zdw

s

- AR

|

[y

Fig, 72 Fig. 73

Teorema 4. Laderivada de la funcién arccotg z es igual a—%ﬁ s
es decir,
: , 1

si y==arccotgz, se liene j = — ——— XX
. y g Y T3 (XX)
Demostracién: Segiin la igualdad (4):

= 2
v senty’

Por consiguiente,
—— 1
cosec® y 1+4cotgy’

Vo= —sen’ =~

Pero

cotgy=ux.
Luego,

‘..

Ye=—

i

T+
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§ 15. TABLA DE LAS FORMULAS FUNDAMENTALES
PARA LA DERIVACION

Agrupamos ahora en una tabla todas las formulas fundamentales
y reglas de derivacién, obtenidas en los parrafos anteriores.
Formulas fundamentales

y = const, y’ = 0.
Funcién potencial:

en particular,

= 1
y=Vz, ¥=—=i
2Vz
T T
¥ z ' ¥ = xg"

Funciones trigonométricas:

y=senz, } =cosz,

Yy =cosz, y = —senxz,
" . 1
y=tgz, Y=—p,
cos’z
; 1
y=cotgz, Yy=——7
senzx
Funciones trigonométricas inversas:
y=arcsenx, Y’ =V11 =
. 1
y=arccosz, Y = —}—-71—_:.:, ;
; 3 1
y=arctgzx, u =1.+‘_mn Z
s i
y=arccotgz, ¥ =—-T:E_-;5.

Funcién exponencial:

y=a*, y' =a*lna;
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en particular, .
¥= e‘! 7 f=et
Funcién logaritmica:

. e
y=log, z, y=-}—log,,e;

en particular,

y=Inz y'=~}—
8 — -
Reglas generales de derivacién; .
p=Cu@), ¥'=Cu'(z) (C=cons,
y=utv—w, y=u-4v-—-u,
y=u-v, YV=uv+uv,
u wy —uv
y=1x, By
y=f(u), } f .
il Y= fu (u) 9x (2),
y==u®, ¥ =w"" 4 u® Inu.

S5i y =7(2), 2 = ¢ (y), donde f y p son funciones reciproca-
mente inversas, entonces:

(@) =__i._‘ donde y=7{(z).
@y

§ 16. REPRESENTACION PARAMETRICA DE FUNCION

Consideremos dos ecuaciones

z=q(f

@ (1), )

y= 90,
donde ¢ toma valores comprendidos en el segmento [Ty, T,]. A cada
valor de £ le corresponde los de z y de y (suponemos que ¢ y ¥ son
funciones univocas), Considerando que Eroé valores de z y de y son
las coordenadas de un punto en el plano Ozy, a cada valor de ¢ le
corresponderd un punto deéterminado del plano. Este punto descri-
be cierta curva en el plano, cuando ¢ varia de T, hasta 7., Las
ecuaciones (1) se denominan ecuaciones paramétricas de esta curva;
t toma el nombre de pardmetre y el método de dar la curva median-
te las ecuaciones (1) se llama método paramétrico.
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Supongamos ahora que la funcién x == ¢ (#) tenga su inversa ¢ =
=@ (z). Es evidente que y, en este caso, es funcién de x;

y = ¢ [@ (2)]. (2)
De este modo, las ecuaciones (1) determinan y en funcién de z y se
dice que la funcién p de z viene representada paramétricamente.

La expresién y = f (z) que muestra como y depende directamente
de z, se obtiene eliminando el pardmetro ¢ de las ecuaciones {1).

El método paramétrico de dar las curvas se usa ampliamente
en mecénica. Si en el plano Ozy se desplaza un punto material
y 8¢ conocen las leyes del movimiento de sus proyecciones sohre
los ejes de coordenadas,

z=qft), } F

1

y="p(0), )
donde el pardmetro fes el tiempo, las ecuaciones (1’) serdn las ecua-
ciones paramétricas de la trayectoria de! punto en movimiento,
Eliminando en estas ecuaciones el parametro ¢,
obtendremos la ecuacién de la trayectoria en la
forma y = (z) o en la forma F (z, y) =0.

Ilustremos esto.

Prohlema. Hallego la trayectoria y el punto de caida %
de un cuerpo arrojado desde un avion gue se desplaza
horizontalmente a la altura y, con velocidad v, (se puede
prescindir de la resistencia ?lel aire).

Solueién. Tomomos el sistema de coordenadas que
muestra la figura 74. Suponemos que el cuerpo es arroja- Fig, 74
do en el instante en que el avién cruza el eje Oy. Es evi-
dente que el desplazamiento horizontal del cuerpo serd uniforrme con la
velocidad constante wg:

z=ugt.

La coida vertical del cuerpo por efecto de la gravedad se expresa mediante
la férmula;
s B
5 B .
Par tanto, en cualguier instante, la distancia del cuerpo a la tierra se expre-

sard por la férmula:r

:
v=lfo—‘%'* .
Las igualdades
z=upgt,
‘!
s Ut

son las scuaciones paramétricas de la trayectorin. Para climihar el parimetro
e o x

¢ hallamos de la ecuacién primera su valor ¢ = —— yhacemosen la sogunda
o
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ecuacidn la sustitucién correspondiente, obteniend t la ifi
de la trayectoria

* y= vo“—ég-rl’
Esta es la ecuacién de la pardbola, cuyo vértice se encuentra en el punto M (0, yol,
sirvlénﬂula Oy de oje de simetria.

iy tud del por X la abscisa
del punto C, cuya ordenada es y = 0 °Introducxondo estos valores on la fimula
anterior, tendrermos: 1

o-ya—-l!-xv.

X=u, l,‘ -E;ﬂ

§ 17. ECUACIONES 'P;\METB.ICA.S DE ALGUNAS CURVAS

de donde:

o £ ia.

na ¢
en el origen de las wnrdanadas {ﬁg 75}

feroncia de radio r, con centro

Fig. 75

Dsmgnamua con ¢ el dngulo formado el radio trazado por el punto
M (z, y) de la circunferencia y el oje Oz. gownm. las coordenadas de cual-
qiuxar punto de la circunferencia se expresardn por medio del parimetro ¢ como
sigue:

T=rcost,
y=rseni, } tgraLn:
Estas son i étricas de la circunf ia, Si eliminamos en estas
eciaciones el parimetro ¢, obtend la ién de la circunferencia que

contiene s6lo z e y. Elovando al cuadrado las ecuaciones paramétricas y su-
mindolas, tenemos:

z3-4 y3 == r? (cos? t4- sind 1),
R4 y2=rt
Elipse. Escribamos la ecus.cién de una elipse:

= o+ =t it

0 Sea,
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¥ hagamos
T=acosi. (2"
Introduciendo esta expresién en la ién (1), obtendremos
y="bsent. 2")
Las ecuaciones
i Lo ®

son gcuaciones paramétricas de la elipse.

Aclaremos el significado geométrico del parémetro ¢. Tracemos dos cir-
cunferencias de radios a ﬂb’ con centro en el origen do coordenadas (fig. 76).
Supongamos que el punto M (z, p) se halla en la
clipse ¥ el punto B, que tiene )a misma abscisa que v
el Ilmfit; M, pet a:'?d‘gul 'f---- i:]damayo{
radio. Designemos con ¢ ngulo formado por el
radic OB y el eje Oz. De la figura se deduce f{

z=0P =acost [ecuacion (2')] - trg)

CQ="bsent. F

x
En virtud de la Sidh L' que
CO = y, es decir, la rectn CM es paralela al eje
Oz, Por consiguiente, en las ecuaciones (2), ¢ repre-
sonta el Angulo formado por el radic OB y el oje de
abscisps. A veces ol dngulo tse denomina dngulo
excéntrico, . Fig. 76
Cicloide. So da ol nombre do cicloide a la
curva descrita por un punto de la cirecunferencia,
cuando ésta rueda sin resbalar sobre una linea recta (fig. 77). Supongamos que
el punte M de la circunferencia coincide, &l principio del movimiento, con

) deduei

el origen de D las denadas del punto M después
Y
-
L g
ot P ] X
Fig. 77

de haber gi -“ la circuni| por a el radio de
i

ingulo . Designemo:
en iento. Como se ve en la figura 77,
3-0P=03-—PE.'
y teniondo on cuenta que la circunferencia rueda sin resbalar, tenemos:

OB= B =at, PR=MK=asent.
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Por tanlo, z=at-—a sent=a {{—sent).

Luego,
p=MP=EB=CB—CK=a—acost=a(i—coat).
Las expresiones

r=ua(t—sent},
y=ea(l—cost),
som ¢ i pa icas de la cicloide. Cuando ¢ varia de 0 a 2n, el pun-
to M describo un arco de la cicloide.
Eliminando el pardmetro ¢ en estas ecuaciones, obtenemos la forma en gue

z directaments depende de y. En el segmento 0 < ¢t <7 la funcién y=
= g (1 — cos ¢t} tiene por inversa

}og:<zx. e}

&

a=—y
@

£ = arecos 5
Sustituyendo ¢ on la primera ecuacién del sistema (3) por su ‘expresidn,

tendremos; :
&a—y

a—
 T=aarccos —usun(amcus nv ) r

=g arccos -?»-_a-i— V 2ay—y®, para 0z < na,

De 1a figura so deduce que, si
ne <z < 2na, se tiene:

r=2na— (& arccos a: ¥ V 2ay— 2 ) F
Observemos gue la funcién }
z=g(t—sont)

tiene su inversa, pero ésta no se expresa medi funci 1 tiles. Por
30 la funcion y = f(z) tampoco se expresa mediante funciones elementales.
Observacién 1. En el ejemplo de Ia cicloide se ve que en algunos casos las
ecuaciones paramétricas son mas cémodas en el andlisis de I ¥ curvas,
que la dependencia directa entre = o y.
Astroide. Se da el nombre de astroide a la curva representada por las
siguientes ecuaciones paramétricas:

il }0.{,:4,;2:-:. (4)
y=asendt,
Elevando todos los términes de ambos miembros de las dos ecuaciones
a la poleéncia 2/3 y indolas, ob & la dependencia entre = e y:
£ 2k
zd £y? =a? (cos?t—sentt),
o bien, .
L & 3
z3 +yd=al )
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e

Mds adelante (§ 12, cap. V) demostremos que dicha curva ticne la forma
que se expone en la figura 78, Esta gurva puede interpretarse como trayectoria

de unt punito de la circunferencia de radio = » que rueda, sin reshalar, sobre otra
circunferencia de radio a, quedando sicmpre dentro de la mayor (fig. 78).

Fig, 78

Observacién 2. Seiial que la funcién y = f () no es la tnica que
so determina por las ecuaciones (4) y (5). Estas ecuaciones determinan en rea-
lidad dos funciones continuas en el segmento —a <z <+ 4, una do las cuales
toma valores no negativos y la otra, valores no positivos.

§ 18. DERIVADA DE LA FUNCION
DADA PARAMETRICAMENTE

Supongamos que la representacién paramétrica de la funcién
y de z es

200 Jucren “

¥ que, adem4s, estas funciones tienen derivadas y la funcién
z = @ () tiene por inversa ¢ = @ (z) que, a su vez, también tiene
derivada. En este caso, la funcién y = f (z), definida por las ecuacio-
neg paramétricas, puede ser interpretada como funcién compuesta-

y=p(t)ht=0@).

Aqui, { es el argumento intermedio.
Seglin la regla para derivar funci6n compuesta, tenemos

'l

Ve =yit = P (8) DL (2). (2)
Del teorema de¢ derivacion de funcién inversa tememos:

; 1
D o ————
® (2
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Introduciendo esta expresién en la igualdad (2), obtenemos:

R 10
Yo P '
, _y_,' x
0 Sea, Y= = (XX1)

1
Con la férmula obtenida se puede calcular la derivada, Y, de la
funcién dada paramétricamente, sin recurrir a la expresién de la
dependencia directa de y en funcién de z.
Ejemplo 1. La funcién y de z estd dadi por eccumciones paramétricas

T==q COA E,
y=asent, } PLrgn).
Calcular la derivada %:
1) para cualquier valor de ¢;
2) para tn:%.
Solucién.
1) v;--@in—‘r- u Cos ¢ o

(acosr)’ = TQsent

2 () _a= —cotg o= —1.

Ejemplo 2. Hallar el coeficiente angular de la linea tangente a la
cicloide,
z=a (t—sent), y=a({l—cost)
en un punto arbitrario (0=t < 2n).
Solucién. El coeficiente angular de la tangente en cada punto es igual
al valor de la derivada y; en este punto, es decir,

bt
Y= Fal
Pero
#; =a(l—cost), y; =ason i,
¥, por tanto,
2senLoos‘-
: asent 2 f_w‘g_t___t (i_t)
V= a(l—cost) Zsan" 7= - Faa T
R

Por consiguiente, el coeficiente angular de la linea tangente a la cicloide
en cada uno de sus puntos es igual a tg [-’—‘—-—%) , donde ¢ es el valor del
pardmetro correspondiente a este punto. Esto iltimo significa que el dngulo o
de inclinacién de 1a linea tangente con respecto al eje z es igual a ‘%-—%
(para los valores de ¢ situados entre —n y m)®).

*) En ;fecto, el coeficiente angular es igual a tga, donde & es el dngulo
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§ 19. FUNCIONES HIPERBOLICAS
En muchas aplicaciones del anélisis matemético se encuentran
combinaciones de las funciones exponenciales del tipo % (" —e )

y % (¢* + e~*). Estas combinaciones se ‘consideran como funciones
nuevas y se designan:
X a4
& —e & -I; i} } )

senhx=—2—, coshz =

Fig. 79

‘La primera de estas funciones (1) se denomina seno hiperbélico
¥ la segunda, cosenio hiperislico. Con estas funciones se pueden defi-

. . 5 _ senhzx _ coshz :
nir dos funciones mds: tai h x = —FE ¥ coth = = , es decir,
—x
tanhz=-§%, tangente hiperbilica l
1 [
= —= {1-)
cuth.t=-z;-+_:_;' tangente hiperbolica J

de inclinacién de la Iinea tangente respecto al eje Oz. De aqui tga==
=tg(‘; ;) ¥ rx,-_—; ; en aquellos valores de ¢, para los cuales

L
E

%— se halla entre O y m.
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Las funciones senh r, cosh z, tanh z tienen por dominio, eviden-
temente, todos los valores de z, La funcién coth z tiene el mismo
dominio, a excepcién del punto z = 0.

Las graficas de Is.a funciones hiperb6licas estdn representadas en
las figuras 79, 80,

Do la definicién de las funciones senh z y cosh z [férmulas (1)]
se deducen correlaciones anélogas a las conocidas entre las funciones

trigonométricas correspondientes:

y cosh® z — senh? z = 1, &)
cosh {(a-+b) = cosh a cosh b+
+ senh a senh b, 3
: y=cotgx senh (a -+ b) == senha cosh b+ '
———t +coshasenh b, (3"
R En efecto,

cosh® z — senh® z =

- (59 (555 -

:&'+2+e“=‘—e=‘+z_e'“

= 1..
4 ;
Fig. 81
Considerando que
at+b —a—b
cosh (a -+ b)=f-—+2—e——-—,
obtenemos:
cosh acosh b+ senha senh b=
D i L T e"-—e_°=
T 2 2 2
en+b+e-a+b+=a—-b+e—a—-b+ 9u+b_e-u+b u—h + ¢ ~a—b
— , ; b
a+h Sl
' =-e—':-g-€-—=cosh (2 b).

Del mismo modo se demuestra la férmula (37).
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El nombre «funcién hiperbélicas se debe a que las funciones

senh ¢ y cosh ¢ desempefian en la representaci6n .paraméirica de
la hipérbola,

2t — =1,
el mismo papel que las funciones trigonométricas sen ¢ y cos t en la
representacién paramétrica de la circunferencia
22 4yt =1,
En efecto, eliminando el pardmetro ¢ en las ecuaciones
z =cos &, y = sen t,

obtendremos:
z* 4+ y? = cos? t + sen® ¢
]
z* 4y = 1 (ecumcién de la circunferencia).
Anélogamente,
z = cosh ¢,
y = senh ¢

son ecuaciones paramétricas de la hipérbola,

Fig. 82 Fig, 88

En efecto, elevando al cuadrado estas ecuaciones y restando la
segunda de la primera, obtendremos: )

x® — y® = cosh? ¢ — senh? .
Ya que la expresién del segundo miembro, segin la (2), es igual
a la unidad, temnemos: ’
7 — y! = il
que es la ecuacién de una hipérbola.
Examinemos la circunferencia, dada por la ecuacién 2* 4- y* = 1
(fig. 82). En las ecuaciones z = cos ¢, y = sen f, el pardmetro ¢

equivale numéricamente al dngulo central A0M o al drea doble S
del sector 4A0M, ya que ¢ = 28§.

8—534
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Sefialemos sin demostracién que en las ecuaciones paramétricas
de la hipérbola
z = cosh f,
. & y = senh ¢
el parfmetro ¢ es también numéricamente igual al drea doble del
«sector hiperbélico» AOM (fig. 83). )
.. Las derivadas de las funciones hiperbélicas se determinan por
las f6rmulas:

e R R o I
cosh® z

} XX11)
(coshx) —=senhz, (cothz)=—=—

[}

senh®z

que se obtienen de la propia definicién dxe funcién hiperbdlica;

por ejemplo, para la funcién senh z=“z 2’- , e tiene:
P ot it T e o
(senh z) —( 3 )— 5 cosh z.

§ 20. DIFERENCIAL

Supongamos que la funcién y = f(z) es derivable sobre el
segmento [a, bl. En un punto z del segmento [a, b] la derivada de
esta funcién se determina por la igualdad

Ay
lim —= 5
uEnM f@

Cuande Az— 0, la razén i—:tienda. a un nimero determinado

' (2) v, por tanto, se diferencia de la derivada /" (z) en una magni-
tud infinitamente pequefia:

Ay __
b+ ) +e,
donde @ — 0, cuando Az — 0.

Multiplicando todos los términos de la dltima igualdad por
Az, obtenemos:

X Ay =f'(z) Az +adz. (1

Dado que en el caso general f (xga& 0, entonces, cuando r es
constante y Az —» 0, el producto f* (z) Az es una magnitud infini-
taments pequeiia de primer orden respecto a Az. El producto alz
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es siempre una magnitud infinitamente pequefia de orden superior
a Az, ya que

o Az
IIm — = lim a==0.
ax—+0 Az  aAx=o

Asi, pues, el incremento Ay de la funcién se compone de dos
sumandos, de los cuales el primero recibe el nombre [cuando f (z) ==
5= 0] de parte principal del incremento, que es lineal con relacién
a Az. El producto f (z) Az se denomina diferencial de la funcién
y se designa por dy o df (z).

De modo que, si la funcién y = f (z) tiene derivada f () en el
punto z, el producto de ésta por el incremento Az, del argumento
se llama diferencial de la funcién y se designa con el simbolo dy, o sea,

dy =71 (@) A= @
Hallemos la diferencial de la funcién y = z. En este caso
¥=1(@ =1,

¥, por tanto, dy = dz = Az o dz = Az. De este modo, la diferen-
cial dz de la variable independiente z coincide con su incremento Ax.
La igualdad dz = Ax podria ser considerada como definicién de la
diferencial de una variable independients, y, en este caso, el ejemplo
examinado demostrarfa que ello no contradice a la definicién de
diferencial de la funcién. En cualquier caso la férmula (2) se puede
escribir asf:

dy = f (2) dz.
Pero de esta correlacién se desprende que

ro=4%.

Por tanto, la derivada [ (z) puede ser considerada como rasén
de la diferencial de la funcién respecto a la diferencial de la variable
independiente. :

eniendo en cuenta la férmula (2), escribamos la #6rmula (1) asi:

Ay = dy + aAz. 5}

Asf, pues, el incremento de la funcién difiere de la diferencial
de ésta en una magnitud infinitamente pequefia, de orden superior
respecto a Az. 8Bi f'(z) 0, aAr es una infinitesimal de orden
superior también respecto a dy, y, por tanto:

Ay a Az
lim —=1 —_— 1i e=q,
P e dy Asﬂlé ) Az i+ax:lo (@) 4
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Esto nos permite, a veces, utilizar en los célculos aproximados la
igualdad aproximada
Ay == dy, (4

o, en su forma desarrollada,
flz+ Ax) —f (2) = (z) Az, (5)
con lo cual se abrevian los céleulos.

‘Eiempln 1. Calcular la diferoncial dy y el incremento Ay de la funcitn

= I

% 1} para valores arbitrarios de x y Ax,
2; para valores & = 20, Az = 0,1,

Soluclon: 1) Ay =(z4 Az)2— 22 =2xAz+ Az,

dy ==(22)’ Az =2xAz.
2) 8i x==20 y Ar=0,1 ontonces:
Ay=2-20.0,14(0,1)2=4,04,

dy=2.28-01 =4,00.

El error que resulta de la sustitucidn dc .B.y' por dy es lgual a0,04. En muchos

casos se le puede d e 4.0por lo peq en comp con
y = 1.

El pmblema exsminado se ilustra en la figura B4.
En célculos aproximados se usa también la
igualdad aproximada que se obtiene de la ecua-
cidn (D):
flz+ Az) = f(2) + /' (@)Az. ()
Ejemplo 2. Supongamos f(z)=23enz, Eptonces,
f' (z)=cosz.
En este caso, la igualdad aproximada (B) tomari la

b

Fig. 84 forma
sen (x4 Az) = sen T-{-cos Az, (7)
Calculemos el wvalor aproximado de sen 46°. Haciendo :-_—45°=.%- -
tenemos
Ar= 1"“@ 3

= o LI WL
460 =450 F 1o 15
Introduciendo en (7) Jos valores caleulados, obtenemos

sen 46°== sen (T+im)-mn +cus 180‘

o V2
aen 46 0 + 2 i

o sea,

B0-:-(] 7074 +4-0,7071 0,017 =0,7194.
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Ejemplo 3. Si en la férmula (7) hacemos z=0 y Ar=a, obtendremos
la siguiente igualdad aproximada: .

500 & = 0.

Ejemplo 4. Si f(zr)=tgz, segin la férmula (6), obtenemos la siguiente
igualdad aproximada:

g (a4 A%) & g 2+ mom A,

cnando £=0 y Ar—a, ohienemos;
tgo = o

Efemplo 5. Si {(z)="z, la férmula (6), nos da:
Vx+h:a;]/;+ t = Azx.
) 2Vz
Haciendo =1 y Ar=u, obtenemos la igualdad aproximada:

Vm%1+-.}m-

El célculo de la diferencial de una funcién se reduce en realidad
al cdleulo de la derivada, va que, al multiplicar la dltima por la
diferencial de argumento, se obtiene la diferencial de la funcién.
Por tanto, la mayoria de los teoremas y férmulas que se refieren
a las derivadas, siguen siendo vdlidos también para las diferencia-

les. Por ejemplo:
La diferencial de la suma de dos funciones derivables u y v es igual
a la suma de las diferencialés de estas funciones:

d(u + v) = du + dv.

La diferencial del producto de dos funciones derivables u y v se
determina por la férmula d (w) = udp -~ vdu. Demostremos esta
Gltima férmula. Si y = uv, se tiene:

dy = y'dr = (w + w') dz = w/'ds + vu'dz,

pero
v'dze = dv, v'dz = du,

luego,
dy = udv + vdu.

Del mismoe modo se demuestran las otras férmulas; por ejemplo,
la que determina la diferencial de un cociente:

vdu —udv
=g

Veamos algunos ejemplos de cdlculo de 1a diferencial de una funcién.

si y:%, se tieme dy=
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Ejemplo 6. p=tgiz, dy=2 tgzﬁi?; dr.

——— i 4
1. y= z, A= ————e———— —dz.
Ejemplo 7. y="1+1n v SViTTes * dz
Hallar la expresién de la diferencial de una funcitén compuesta.
Supongamos
y=f@ ,u=9(),0y="_1lg ()l

Segn la regla de derivacién de funcién compuesta, se tiene:

d; ,
F=fuw) ¥ @
Por consiguiente,
dy = ) 9 () d,
pero @' (z)dr = du, luego, dy = f' (u) du.
modo que, la diferencial de una funcién compuesta tiene la
misma forma que ésta tendria en caso de que el argumento intermedio
u fuera la variable independiente. En otras palabras, la forma de la
diferencial no depende de que el argumento de la funcion sea variable
independiente o sea funcién de otro argumento. Esta importante pro-
piedad de la diferencial, que se por invariancia de la forma
de la diferencial, la usaremos con frecuencia en lo sucesivo.

E]emglo 8. Sea la funcién y=sen }/z, hallar dy.
Soluel6n. Interpretando esta funcidn como funcid puesta, so tiene:

p=seny, u=TVz,

de donde
1
dirs i e T
y=cosu Ve
dr==du, sa pueds escribir:

dy=cosudu & dy=cos(Vz)d (V7).

1

2%

pero como

§ 21. SIGNIFICAPO GEOMETRICO DE LA DIFERENCIAL
Examinemos la funcién

y =1 ()
v su correspondiente curva (fig. 85). .

Tomemos en la curva y = f () un punto arbitrario M (z, y),
tracemos una tangente a la curva en este punto y designemos por «
el éngulo® formado por la tangente y la direccién positiva del

*) Suponiendo que la funcién f () tenga derivada finita en el punto z,
eutonc.esu‘;&—g-.
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eje Oz. Demos a la variable independiente un incremento Axz;
entonces la funcién recibird el incremento Ay = NM,. A los valo-
res £ - Az, y + Ay corresponderi en la curva y = f (z) el punto
M, (z 4+ Az, y + Ay).

En el tridngulo MNT encontramos:

NI = MN tga.
tga = § (z), MN = A=z,

Como
tenemos
NT = § (2)Az.
Pero, segiin la definicién de diferencial, f () Az = dy.
Eatonces, NT = dy.
¥

My
@@

X X#dx 2
Fig. 85 Fig. 86

Esta igualdad significa que la diferencial de la funcién f (z),
correspondiente a los valores dados de z y Az, es igual al incremento de la

ordenada de la tangente a la curva y = f (%) en el punto dado z.
En la figura 85 se ve que
M,T = Ay — dy.
M,T
Segin lo demostrado antes, NT =0, cuando Az -»0.

No siempre Ay es mayor que dy.
Asf, como se deduce de la fig. 86,

Ay=MN, dy=NT, es decir, Ay<dy.

§ 22. DERIVADAS DE DIVERSOS ORDENES

‘Supongamos que la funcién y = f (z) es derivable en un segmento
{a, bl. Los valores de la derivada f* (z) dependen de z, es decir, la
derivada [’ (z) también es funcién de z, Derivando esta Gltima funcién,
obtendremos la llamada segunda derivada de la funcién f (z).

La derivada de la primera derivada se denomina derivada de
segundo orden o segunda derivada de la funcidén primitiva y se designa
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por el simbolo ¥" o 1" (2):
V=) =1
Por ejemplo, si y = z°, se tiene
y = 824 y" = (5a%)" = 20a°.

La derivada de la segunda derivada se demomina derivada de
tercer orden o tercera derivada y se designa por y”, o sea, [ (z).

En general, la derivada (de primer orden) de la derivada del
orden (n—1) se denomina derivada de r—ésimo orden de la funcién
f (z) y se designa por el simbolo y™ o f" (z):

yl'r:) = m_(n-!})r= fn) (z).

(EI orden de la derivada se pone entre paréntesis para no confundirle
con un exponente de potencia).

Lag derivadas de cuarto, quinto, sexto, etc. ordenes pueden
designarse también por cifras romanas: 'V, y¥, y¥T , . .. En este
caso el orden de la derivada se puede escribir sin paréntesis. Por

ejemplo, si y = 2%, se tiene: . .
= , Y8 =yl == = 0.
d Ejgmplodl. Eaa :I'; funcidn y==e* (k = const}). Hallar la expresién general
e su derivada de orden n. ;

Solucion, p' = keltx, y* = klel, , . pitd = fiela,

gujfmpzo 2. Sea la funcién y = sen z. Hallar yt™,

olucidn.

y" =003 T==3en {:-1—- 3,:—) .

y"=—sgen z=gen (=+2%) ¥

Y™ = —cosx=sen [::-1-3—2-) *

p™Y =son z=sen (:—5—5%«] A

yi™ —gen (: 4-n %) '

Del mismo modo se obtienen las formulas de las derivadas de
cunalquier orden de otras funciones elementales.

Obtenga Vd., como ejercicio préctico, las férmulas de las deri-
vadas de n — ésimo orden de las funciones y = 2%, y = cos z,

= In z.
¢ Las reglas indicadas en los teoremas 2 y 3, § 7, se pueden generali
zar para cualquier orden de derivadas.
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En el caso dado, son evidentes las f6rmulas:
(4 2) M = u o), (Cu)™ = Culm

Demostremos la férmula (llamada de Leibniz) para calcular la
derivada de n—esimo orden del producto de dos funciones u (z) v (2).
Para obtener esta formula, hallemos primero varias derivadas
consecutivas y establezcamos después la ley general aplicable para
el cilculo de una derivada de cualguier orden:

¥y =uv,
¥ =u'v++ur,
Y =u"v4uv Fuv b w =u"v 4 20+ wr”,
V= U 4 2+ 200w e ud =
=u"v4 3V 4 3" + uv”,
WV = a4 4V + B A 'Y,

Se ve que la ley de la obtencién de las derivadas es vilida para
derivadas de cualquier orden y es como sigue.

Se desarrolla la expresién (u 4+ )" por la férmula del binomio
de Newton y en la serie obtenida se sustituyen los exponentes de
u y v por los indices del orden de las derivadas; ademd#s, los exponen-
tes cero (u’==1"=1) que entran en los términos extremos del desa-
rrollo, se sustituyen por las propias funciones (es decir, por las
ederivadas del orden ceron):

.ym=(uv)tﬂ:utn:u+nul..~nu-+ﬂf*;—2 D=2y 4 . ™,

Es decir, hemos obtenido la férmula de Leibniz,

En rigor, se pudo llegar también a esta f6rmula por el méiodo
de induccién matemética completa (es decir, demostrar de gue,
giendo vélida la férmula para el n —ésimo orden, es valida también
para el orden n -- 1),

Ejemplo 3. Dada la funcidn y= %%z, Hallar la derivada pi"i

Selucidn.
1= g%, =13,
ul=agetx, v’ =2z,
w" =aleTx, a2,
U = gienx, ¥ = =Q,
YU 67T nan-1e9%. 27 - %}_ an—3g0%,2,
es decir,

Y = ¢3% [@Mz2 4 Inan=1z 0 (n—1) an-1],
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§ 23. DIFERENCIALES DE DIVERSOS ORDENES

Supongamos la funcién y = f (z), donde z es una variable
independiente. L& diferencial de esta funcién,

dy = f' () dz,

es cierta funcién de x. Pero de z puede depender s6lo el primer fac-
tor f* (z), puesto que el segundo, (dr) es un incremento de la varia-
ble independiente z que no depende del valor de ésta. Como dy es
funcién de ‘'z, se puede hablar de la diferencial de esta funcidm.

La diferencial de la diferencial de upa funcién se denomina
segunda diferencial o diferencial de segundo orden de esta funcién
y se designa por d%:

d (dy) = d%.
Hallemos la expresion de la segunda diferencial. En virtud de la
definicién general de diferencial, tenemos:
dby = [f' (z) dzl’dz.
Puesto que dz es independiente de z, al derivar, dz se escribe
fuera del signo de la derivada. Asi, tendremos
&y = f* (z) (d=)".

En la potencia de la diferencial se omite el paréntesis. Por
ejemplo, en lugar de (dz)? se escribe dz?, sobreentendiéndose gue
se trata del cuadrado de la expresién dz; (dr)?® se escribird dz® y esi
sucesivamente,

Se llama fercera diferencial o diferencial de tercer orden de una
funcién a la diferencial de la segunda diferencial de esta funcién:

@y = d{d%) = lf" (z) d2V'dz = 17 (2)d=*
En general, se llama diferencial de n-ésimo orden a la primera dife-
rencial de la diferencial del orden (n — 1),
dy=d(@"'y) =[f""" @) dz=" "] dz,
dhy = (2) d2”. m
Sirviéndonos de las diferenciales de diversos 6rdenes, la deri-

vada de un orden cualquiera puede ser expresada como la razén de
las diferenciales del orden correspondiente:

!'(z)=§~i: f'(z)='%;. f("’(-‘r)=$- @
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Cenviene anotar, sin embargo, que las igualdades (1) y (2) (para
n > 1) son vélidas sélo en el caso de que z sea una variable inde-
pendiente®),

§ 24. DERIVADAS DE DIVERS0S ORDENES
DE FUNCIONES IMPLICITAS ¥ DE FUNCIONES
REPRESENTADAS PARAMETRICAMENTE

1. Veamos con un ejemplo el método para obtener las deriva-
das de diversos Grdenes de las funciones implicitas.

Supongamos que la funcién implicita y de z viens determinada
por la igualdad

z°
;;+%i—1.=0‘ )

Derivando respecto a z todos los términos de esta igualdad
y teniendo en cuenta que y es funcién de z, resulta:

de aqui hallamos

dy bz
d—x:——a—z;. (2)

Volvamos a derivar la 1iltima igualdad respecto a x (teniendo
en cuenta que y es funcién de z):

dy
&y B T 0

PR TR
Sustituyendo aqui la derivada g—: por su expresion en la igual-

dad (2), se obtiene:

bz

ytz5—
dy__ ¥ ay
@ d 7
*) Sin embargo, la igualdad (2) la escribiremos también en ségoa:«o en qu‘li!"-t
. A " " v
no sea variable independ pero , lag exp E'z%"""ax_ﬂ
se deben consid como representacién simbélica do las derivadas.
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y simplificando:
dy_ Pt
dz* a‘y?

De la ecuacién (1) se deduce

aty® + b = g%b?,
luego, la segunda derivada puede ser presentada en la forma:

Derivando la iltima igualdad respecto a z, hallamos 3% ¥y asi

sucesivamente,
2. Veamos ahora el modo de hallar las derivadas de drdenes
superiores de la jfuncién representada paramétricamente,
Supongamos que la funcién y de =z vIene dada paramétrica-
mente por

z=g(t), ;
y=1 (), } usier, ©

¥y la funciébn z = @ (§) en el segmento lt, T] tiene su inversa, -
t= O (z). 9

Se ha demostrado en el § 18 que en este caso la derivada ﬁ se
determina por la igusldad

A
dy  dt
=& a -
dt
Para hallar la segunda derivada % derivemos respecto a z la
igualdad (4), teniendo en cuenta que ¢ es funcién de z
gy gy
dy_d | a ) dafa |a 5)
i dz | ds | d | de f s’
di di
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pero . )
dy de d (dy\_dy d (dx
d | ar __FT(T) "E?d—z(d:)_
\e) = .
at d
dz d% dy d'x
__dt df _ di af
= 5
(%)
it 1
dr  dr
F

Esta férmula se puede escribir en forma compacta asi:
' Y _vOVO=vOFE

dz* (o T
De la misma manera se puede hallar las derivadas
iy day
T e o

Ejemplo. Sea la funcin y de z, cuya representacién paramétriea es
T=acost, y=bsent,

a%y
hallar las derivadas 2 -—- S B
Solutién.
dx g B2 i
== —esent; F-_—-ncnsr_,
i . dy ;
??-=br.ox!, E=-—b5:n£,
dy _ _beost b
dz " —asent Fousk
iy (-—aaent}(—bsent}—(bmst)(-—aoosl‘.} b4
d® (—asen )3 T afsnii
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§ 25. INTERPRETACION MECANICA
Dl_i LA SEGUNDA DERIVADA

El espacio s recorrido por un cuerpo en movimiento de trasla-
cién en funcién del tiempo ¢, se expresa asf:

s=1(9. 1)

Como es sabido (§ 1, cap. II1), la velocidad v del cuerpo en un
instante dado es igual a la primera derivada del espacio recorrido
respecto al tiempo:

ds

Supongamos que en cierto instante ¢ la velocidad del cuerpo
era v. Si el movimiento no es uniforme, en el intervalo de tiempo
At a partir de t, la velocidad variard, recibiendo el incremento Av.

Se denomina aceleracién media en el tiempo A¢ la razén, del
jncremento de la velocidad Av respecto al del tiempo:

Av
At
Se denomina aceleracién en un instante dado el limite de la razén

del incremento de la velocidad respecto al .del tiempo, cuando-
éste tiende a cero .
a= lim -!-5-1;
at—+0 At

By =

es decir, la aceleracién (en el instante dado) es igual a la derivada
de la velocidad respecto al tiempo:

=,
dt

pero como p = g, se tiene, por consiguiente:
dt \ di a "

o sea que la aceleracién del movimiento rectilineo es igual a la segunda
derivada del espacio recorrido respecto al tiempo. De la igualdad (1)

tenemos
Le=f"(
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Ejemplo, Hallar la velocidad v y la aceleracién a de un cuerpo que cae
libremente en el espacio %er efecto de la gravedad, si el espacio recorrido s depen-
de del tiempo ¢, segin la siguients fGrmula:

l*='%-s‘*‘+vn‘+0m 3
donde g=19,8 m/zog? es la aceleracién de la gravedad
¥ Sg==8p=g, ¢l valor de s, cuando ¢=0.
Solueién. Derivando, hallamos:

uz%-_-gs+u,. (4)

De esta férmula se deduce vp = ()eep-
Derivando una vezr més, hallamos:

Reciprocamente, ai la aceleracién de cierto movimiento permenece cons-
tante y es igual a g, la velocidad se expresard por la igualdad (4), ¥ el espacio
recorride por la (3{.- a condicién de que (Vs = vy ¥ ()pmp = 5-

§26. ECUACIONES DE LA LINEA TANGENTE Y DE LA NORMAL.
LONGITUDES DE LA LINEA SUBTANGENTE Y DE LA SUBNORMAL

Sea una curva cuya ecuacidn es
y=1(.

Tomemos en esta curva un punto M (z;, y:) (fig. 87) y escriba-~
mos Ja ecuacién de la tangente a la curva dada en el punto M,
suponiendo que esta tangente no sea paralela al eje de ordenadas.

Fig. 87

.La ecuacién de una recta, del coeficiente angular %, que pass
por el punto M, es de la forma

¥—wn=k{z—az)
En el caso de la tangente (§ 3), 4+
k= (z).
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Por tanto, la ecuacisn de la tangente seré:
y—uy = [ (z) (z — 2).

Conjuntamente con la tangente a la curva en el punto dado,
surge con frecuencia la necesidad de estudiar la normal.

Definicién. Se denomina normal & Ia curva en un punto dado,
a la recta que, pasando por éste, es perpendicular a la tangente
trazada por el mismo punto.

De la definicién de normal se deduce gue su coeficiente angu-
lar k, esté relacionado con el coeficiente angular &, de la tangente
de la manera siguiente: "

1
by = ——,
n -"d
es decir,
P,
f (g

Por tanto, la ecuacién de la normal a la curva y = f (z) en el
punto M (zy, y,) tieme la forma

1
Y — = (3 — ).
Fi=)
Eiiemplo 1. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a lIa curva
y= 3%, en el punto M (1, 1)

Solueién, Puesto que y’ = 3z%, el coeficiente angular de la tangente
es igual a (y")x= = 3. Por iguiente, la ién de la tangente sera
p—1l=3(z—1) 6 p=32—-2,

La ecuacidn de la normal es:

1
y—1=—7@E&—1)

0 384,
R
(fig. 88). :

La longitud T del segmento de la tangente QM (fig. 87) com-
prendido entre el punto de tangencia y el eje Oz se denomina longitud
de la tangente. La proyeccién del segmento indicado sobre el eje Oz,
es decir, el segmento QF, se llama subtangente y su longitud se
designa por Sy. La longitud N del segmento MR se llama longitud
de la normal y la proyeccién RP del segmento RM sobre el eje Oz
toma el nombre de subnormal y su longitud se designa por Sy.
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Hallemos los valores T, Sr, N, Sy para la curva y = f (z)
y el punto M (z;. y).
En la figura 87 podemos observar que

QP = y, cotg e = 2L ~Lf.
tga 1y
por tanto,

ST=‘|‘U+ H
s

Vy‘+ ]y' Vy.+1|

al mismo'tiempo esta figura muestra que
PR = yitga = gy,
¥ entorices
Su=|pyils
_ N=Vyi+ @)V =|5V1+ I

Las férmulas indicadas han sido obtenidas en el supuesto de que
vi >0, y; > 0. Sin embargo, son vilidas, también, para un caso
cualquiera,
¥

r
yoxt
]

i \ ‘_“y
” ‘ P

r

i .

\\a_y 4 ’

Fig. 88 Fig. 89
Ejemplo 2. Hallar las i da la_tang y de la normal ¥ las lon-
gitudes de la tangente, subtangente, normal y s\lhnomel de la elipse:
r=acodt, y=bsent ()]

en el punto M (z,, ), en el tual £=.’£— (fig. 8m).
Solucién. De las ecuaciones (1) deducimos
dr iy

A . dy cody b . {8
a7~ a gen f; -d?_.bl:os:. .-a%—-—»n—ootg:,. ( ) =—

9—b3d
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Hallemos ahora las coordenadas del punto de tangencia M:

b
z=(z) ] .V-. yy= (v}l-T"-VE.

Ecuacién de la tangente: y — ) 0 sea, bz+-ay—ab |/2=0.

b b
Vi e (5%

Ecuacidén de la normal:

b & a .
y—--v.—‘g.:.—b— (2_175) , © sea, (ax—by) V2—ad}-b2=0,

Longitudes de la subtangente y de la subnormal:
B
2
e ’E‘E Vi ”"lV' =va
a
Longitudes de la tangente y de la mormal
&
N 52 1
r= %’El/(_;) | =75 VT,
a
b
N:‘ Vﬂ/“*'( s VTR

§ 27. INTERPRETACION GEOMETRICA
DE LA DERIVADA DEL RADIO VECTOR
RESPECTO AL ANGULO POLAR

Supongamos que tenemos una curva cuya ecuacién en coorde-
nadas polares es
p=1(8). 1)

Escribamos las férmulas para transformer las coordenadas
polares en cartesianas:

z = peosh, y = psenf.
Sustituyendo p en -estas ecuaciones por su expresién mediante €
en la ecuacién (1), tendremos:
z = f(0)cosB, y = f (6) sen6. {2y
Las ecuaciones (2) constituyen la representacién paramétrica de
la curva dada, sirviendo de pardmetro el ﬁnfﬂlo polar @ (fig. 90).
a

Designando por ¢ el éngulo formado por la tangente a la curva
en cierto punto M (p, 8) con la direccién positiva del eje de abscisas,
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tendremos
dy g_g g—gsen B4 peostd
t3¢=3_,"“—‘35. o sta, ‘-Eﬁ°=dp
db T

3

=08 8 — psen 0

Designemos por p el dngulo formado por el radio vector y la
tangente, Evidentemente, p = ¢ — 8
tgqp—1igh
14-tgoptge ’

Sustituyendo tg ¢ por su expresién (3) y haciendo las transfor-
maciones correspondientes, obtenemos:

{p"sen 6} pcos 6)cos @ — (p'cos @ —psen@)send - p

(¢ cos B — psen 8)cos 0+ (p'sen 8+ peosB)send p

y tgp=

g ==

Pg = p cotg . @

De modo que la derivada del radio vector respecto al &ngulo
polar es igual al producto de la longitud del primero por la cotangen-

Fig, 80

te del dngulo formado por el radio vector y la tangente a la curva
en el punto dado.

E jemplo.
Como ilustracién, demostrar que la tangente a ln egpiral logaritmica
p= ¢ forma con el radio vector un dngulo constante

Solueién. De la_ecuacién de la espiral deducimos: p’ = aesd. En virtud
de la férmula (4), obtenemos:

cotg u:.fp—-:. a, o3 decir, pe=arccotga=const.
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Ejercicios para el eapitulo 11I

Partiendo de la definicién de derivada, hallar las derivadas de las
funciones:

1. y==a% Respuesia; 322 2, y=l_ Respuesta: —-t-. 3. y="V%. Respues-
¥ " = P

ﬁ‘,ﬂ;. 4. y:_‘—;_-;, Rnpuula:—-k;/;. 5. y=sen®z, HRespuesia:

2sen zcos r, 6. y=222—=x. Respuesta: 4z —1.
Determinar 'ia.s tangentes de éngulos de inclinacién de las lineas tan-
ntes a las curvas:
. y=x% a) Cuando z==1. Respuesta: 3. b} Cuando z= —1, Respuesta: 3;

t —4. by Cuand

construir la gréfica. 8. y=-. a) Cuando z=12. R

z=1. Respuesta: —1; construir la grafica. 9. y==")/7 cuando 2=2. Res-
puesia: % Ve

Hallar las derivadas de las funciones:
10. y=sz4+328—6. Respuesta® y'=42946z. 11, y=6z3—33 Hespuesta:

, zb x* Lo St 2z
y'=1822—2z. 2. p e S R a "=¢+a ey % 1.
13. u=ta__;’+1 . Resp y’=w5 2 4, y= 2«3"—--—{-{: Respuesia:

T ] 5 3
y'=bazt — 2. 15, y=6sF £ 4s 420, Respuesta: y' = 2127 +105542.16. y=

Vv Zeied Vi i i (z4+1)3
=3z -, R " y= T R S T .
+VE+= L =V iys. B ¥ -—~—%
z
2 (z— a
Rexp PaERREY, ’:T:“"'“?“"“S““"{'s- Ricpussiat
1 2x 2:3’
v m :; t 23 2,'; .19 y=V-2 V;+5. Respuesta:  y' =

a
2 1 y 5
= rl -—v,—z 20, pe=— +—V-—- V_. Respuesia: ' '“5“ -
—ibx ""+-6—: 5. 21. ye={(1442%) (14222}, Respuesta: ' =4=z{1-+

+3c+10:3) 22, y=z(2=2—1) (3z-+2). Respuesta: y =2 (9=242—1).
2z

23, p={(2r—1) (z*—G6x +3). Resp. y'=0s2— 28z 12, 24, V= - Resp.
. 4z3(2h2—-22) a—z 2a 8
y'= T : a.+ﬁ. . R:Op. :)‘:— rErTE 26. f(l)mm .
Pl Gl | L vy (8-42) (2+4)
Resp. ['(8) i(i-H’}’ « 2. ):(152;3—3;_;1— .2:Re:p‘ f (s}_ﬂm—.ﬁ—.
28— 2g Bl i
B y=gmi g Rep v =TS 0y Resp,
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p=q rae M __. pa™
v'-=-f--l£‘i"z,,‘f‘_}:;,-ﬁ-—ﬂ—l . 80, p=(22—8)% Resp. y —Bs(2:2—3),

Bl. y=(24ad®, Resp. y-=10r(zd4-a2)t, 32 y="73Fad. Resp. y'=

e 83y = roe B2 /1

.=V$"+¢|’. 33, y=(a+4z)|a—z. Resp. y =2V_a,:_z. 34. y-—l ="
‘ 1 2221 144z

Resp, yemn—0m oo, 35, p= . Resp. y'= i

T N v =R LV e A RV (F =

36, yo= P IFEHL. Resp. y'm—miitl g7, y={(1+V2)°. Resp.

P EF T

1 - e T ——————
r=-.(l+-TY7) . 38, FEV?+V1+V-‘ Resp. y'.=__."—._x
E 2V st Ver Ve
1 1
® {14 1+ =}. 89, py=sen®z. Résp. y' =senlz.
( 2V:+'}/:) ( 21/ )
40. yuzsmz-f-cusax. Resp. y'—=2cosz—3Bsendz. 41. y=\g(ax+b). Resp.
' Sen r
v cos’v(nx+bl 2.y= i-l-oos:c'ﬂup'v =1—_§5;-=~.43. y=sth 27 cos Iz,

Resp, y'=2cos2zco53r—3sen2rsondr. 44, y—.cotgﬁsz Resp.,  y'=
= ~- 10 cotg Bz cse? 5x. 45, y=18en ¢--cost. Resp. y =1 cost. 46, y=sendicost.

sen 2x
Hesp, y'=sen®?(3cos®t—sentt). 47. y==a) cos 2z. Hesp. = .
] ( ) y=0)/e0s 2% Resp. ' = Vet
x x
tg—5+cotg
48, r=asen? -'32 . Resp. i'o-=nsen3—}ms % 49, y= 2 z Resp. ' =
2z cosx+-sen?z (tgi—{—cotg i] 2 )
= z 22 50 t—cost 2)°, Resp. y* =
:'sen*z - 50, y=a |1—cos? -] Resp.y
e=2a scna—cus T. 51, y:-,} tglz. Resp. y'=1tgxsc?z. 52 y=Incosa,
Resp, y' a—tgau 53. —-ln tg: Resp. y'—2/sen 2z, 54, y=Insen®xz. Resp.
gz~ b i i+senz
¥ =2 l:.otg: 55, y= e . Resp. y’ =senz+-cos 7. 56. y=In e
i 1
Resp. = < . == -1 = — . =
eps P 57, y== ]_ntg( -+ ) Resp. y’ T 58,

=gan (x-{—a{:;!;(:»}-u) Resp. y:wsZ(:+a} 59.3‘2(??]7;;0:1{1:1:} Resp,
f (5)= . 80, f(x)=tg(Inz). Resp. f(a)=ZALZ. 61 f(z)=
-—.sbn(ws:}. Resp, j'(z)= —senzcos(cosx). 62 r=§t33rp—~l'gw+w-
Resp. -£-=hg‘ .63, f (z)=(z cotg )3, Resp. ' (¢)=2z cotg = (cotg ¥~z csc *z).

do.
64, y?ln(uﬁ-ﬁ}. Btesp. y'=aflaz+b). 65. y==log, («¥41). Resp.

= z 1 i - =,
v -m. 66, u==ln i—a" Rcl}?;itm .67, 3 ——1033 (z?—sen z).
2z-—coOS T z
PO o o S L, == i . 69 y=
Resp. y* F—sn ) In3" 68. y=In i—= Resp. o' ’:1_"‘1 v

. ar—2
=ln{224-z). Resp. y :%‘70. =In (x9— 2z} 5). Resp. y g v
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3n? x

7i. y=zInz, Resp. y'=Inz41. 72. y=Insz. Resp. y‘=-—T. 73, y=
1
=ln{z4+ V1) Resp. p’ = = 74. y=In(lnz). Resp. V=

Vi
) i A —
75. f(z)=In]/ ;-4_:—5 . Resp. {'(2) 2171‘5 . 76 fiz}=In :F“;%I—E :

Resp. §" (x)== —v—{zT_?. 7. y="VaFFE—a lng‘ﬂh"‘f’—m' Resp. ¥'=
.=3L_z:“?. 78. y-ln(z+m)—@- AR e
_:_s:;:-‘?_ 80. v:...zi:%:'?. Resp. V'ﬂ% =

8. y:%tﬁm+lnws:. Resp. p'==tgdz. B2, y=e%. Resp. y'=ae"%
83, y=ed*+5, Resp. y' =4¢4%45, B4, yma" Resp, 2z~ Ina. 8. yz'l’x B
7::’4-2: u‘—:‘ adoa®
Resp. y'=2(z+1) !n? B6. p=¢ . Resp, y'= —2z¢ Ine.
87, y=ae z| Resp. j'=—mx eﬁ g8, r—-ue Resp. r'=a® Ine. 89, r=
2

ar a'“elna

=alt®, Resp. b ] . 90, y=e= (1—2%), Résp. y'=e* (1—22-—29).

i 2e% e* i 4
of. y=2"02 x-f--l . Resp. y mﬁm. 92, y=In T Resp. ¢ b e 0
x x
93. y-—— (e"'—c “) Resp. y' _~—« (c"-}-e “).-94. y=e%0n% Resp. y'=
= gi0nx cos z. 85, y=algn=, Re:p ?— nat "% gcdnz ln a. 96. y=¢°°9"‘sanz‘
Resp. p'==e008 % (cos x—sond 2 y=¢*lnsenz, Resp. y'—e=(cotgz

-+Insen z). 98. ¥ _znglonx "p y E:R—ieun*(r‘.{-zcos:) 9. py=aF,
Resp. y'=2% (Inz+1). 100, v:ux‘ Resp. y ==*(‘ 2) - g0t y—ainx,

Resp. y’ =z10 %=1 In 2%, 1u_y=g’= .Resp. y* _— (1+1n =z} 2%, 103 y = (z/n)"*.
Resp. y'=n (T"—)M(l+ln %) . 104, y=z%n¥X,  Resp, aziDEX

X Sle:z--i-llun:o.-n: . 105, y=(sen z)*. Resp. (senz)* (In sen z-x colgx).

106. " (mz)t,gz Resp. gx—{sen::'l)‘ﬂ*(l+sc‘3:lnsanz). 107, y=tgx

— e i gk 3%, Resp.y’
X {Fa- Rep 0= —riap i 106 y=sV1=F. Rapy'~
14e*
payas cnsVi 3z 2% |n2. 109, p=10*4>  Resp. y =10%8>]n10x
=

("g:+msl :)
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Calcular las derivadas g.a las funci ientes, hallando provi
- Sz (zE1) 1 Z(ai 1) (1
sus logaritmos. 110. y= F—_’_)r Rap ylim ]/ S (?+
r 2 =+!l’y{=~—2; __(:+1)3‘£t=—-2}=
+:e+31 :—12‘ S Re:p v e
z-4-1)2
% (Wr‘i ETe= 5(1*3)]' U2 y=raEeras: fep V=
(z+1) (522 4142+ 5) Y E—1p
—— e L B y= .. Resp. y'=
= i o { cotg, p=30E30 gy =
60y (z— 133/ (z—~2)' ¥ [z —3)10 Ty o
a=1-“l"-§-"—”'-§-‘f. 115, y=135(a+432)% (e —22)2. Resp. ' =5z (a4 Bz)x
‘1__.3-2)2
¥ {a@~-2z) (a®f 2ax—122%). 116." y=arcsen —E-. Resp. y'w_V_. 117,
y=(arcsen 7)%, Resp. ,-_%_ 18, yearctg(2241). Resp. y'=
2z 2T 2
=iv@rm: 19 y=aritg =y, Resp. y'=g——y7. 120, y=arccos (af).
= arceos T {x+'|/1-—-:ﬁarmnsz)
Resp, y' Vst 121. =g Resp. y'= Vi
422, y=nrcsen -z% Resp. y'=VI:12-x—:-;§. 123, y=z Y@ —zifatx

xar::aené. Resp. y'=27) a2~z 124, y=") 0" —234-a arcsen ~:—. Resp.

i a—z _ v4-a du 1
§'= o 125, u=arctg =" Resp. TTTEA 126. y-ﬁx

xarctg% . Resp.y :‘:fj;}i-i . 127, y==z arcsen z. Resp. y' —arcsenx -+
x 1
- . 124. = os(Inz), Resp, ['(Z)= —immemen |
+'Vl_'.§ f{z)=arccos (In x} esp. [’ (x) Vi

a0s x
2/ Senz—soniz

i “ng]/i--coax (0 x< ). Resp. y'a—% 431, y=eBTCIE %, Resp, y'=

1 (#)=arcsen 'Vsenx. Resp. ' (z)= 130. §=

T-+cosz
=S 150 y—aretg Sl R ‘ L 133 zarcsen=
e ek s y=aretg e, Hesp. y'=ems, . Y= p
Resp. y’=zarcsenc (m-% s ) . 134, y=arcsen (sen z). Resp. y’'=
x V!_xﬂ
cosr _ [ +1 en los cuadrantes i@ y 40 4dgenz
2 feos x| <1 en los cuadrantes 2° y 3° ° 135: y= “’“‘33+5m:

4 o =
Resp. U'==5-—_~La—cu—5? . 136, yuamlg-—:--t»ln :T!'—% o Hlesp. Y=
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209 14230 1 ; s
= - 197, y=In 1_:) — arclga. Resp. y' = T 198 p—
=5 B 5
- k—;;rl +In V!-{«x’+arctgx. Resp. - % L1839, - g
i In ozt 2r—

1 1
V“ = _V_ arctg W . Resp. y'nm. 140, y=
=mm+a wetg ZV2. reup. pedi¥. . ym

1—z V322 1+
3 —1 2n|z |
e=arecos o Resp. ~r@rD”

Derivacidn de las funciones Implicitas
dy . - "
Hallar —=si:

dx
= 8y _2p _ ay z
142, yi=/4dpz. Resp. I d 143, 23 yt=al3, Resp. En—-;.
be,
166, b22% a2yt = albt. Resp. $=__,§.us Y3 =By 4 2az=0. Resp. _—,

1 1 2
28 O oI dy ]/’ ¥ + £
=3“ A 146. z2 4-y2 =a?, Rg:p,d—=..- —. 147,z +yi=

,:a*’ Resp. _Lm_-l/l 148, 3 —2zyb2=0. Resp. i-_~§|—_!"_? :

"]
149, 79 4-y3—Jazy=0. Resp. :i Ay

. 150, y == cos (x4 y). Resp. g':“"

yr—uz
___ sen(rd-y) <t 8y _ _ 1+4-ysen(xy)
iR Vo e 154, cos (zy)==z. Resp. - Camiads 1y

Hallar % de las funciones dadas paraméiricamente:

b
152, z=acost, y=>bsent. Hesp. ﬂ-_n.-.-T cotg e, 153, r=a (l—seni); y=

dz
=a(l—cost), Hesp. %z cotg —;—. 154, z=acos? t; y=>Daendr . Resp. -:—;"-m
b Bar | 3ar? dy 2t
=---;tgl. 155, z= T’ Y= iFE Resp. ==1—a" 156, u =

du
=2 In cotg 5, v =1tgs-+ cotgs. Demostrar que B i tg 2.

Hallar las tangentes de los dngulos de inclinacién de las lfneas tangen-
tos a las curvas:

157, r=cost, y=seni en ¢l punto = —%, y="T1/3/2. Construir [a gri-
fica, Respuesta: 1/ 3. 158, z=2cost, p==sent en el punto z=1, y=
=—"1/372. Conatruir la grafica. Respuesia: -—}Vf 159, z=a(t—sent),



Ejercicios para el eapitulo 111 137

y=a(l—cost) cuando t=rm/2, Construir la.grifica. Respuesta: 1. 160. 2=
=acos?t, y=asendt cuando :nu%—: Construir la grafica. Respuesta: —1.

161, Un cuerpo lanzado al espacio, formando con la horizontal un dngulo 2,
describe en el vacfo, por accién de la gravedad, una ourva (pardbolg), cuyas
ecuaciones son: z= by cosol, = vy senct —-1;- (g==9,8 m/seg?). Sabiendo que
a=60°, pg=50 m/seg, determinar la direccidén del movimiento, cuando:
1) xméseg: 2) t==7seg. Comstruir la grifica. Respuesta: 1)1gqq=10048,
@y =43°30"; 2) tgga=—1,012, pa=-1 o

Hallar las diferenciales de.‘ﬁs funci siguientes: 162, p=(a?-—22)5,
Respuesta: dy=— —10z (a%—z2)ddz. 163. p=")1+a%. Respuesia: dy =

z 1
=——, {64, y=—tgizr{-tgzr. Respuesta: dy=sclzde, 165, p=
ViFa? 3
zlnx ) lnzdr
i +In (1 —z). Respuesta: dy= Tz "
Calcular los incr ¥ dilerenciales de las funciones:

£66. y=2:2—z, cuando x—1, Ax=001. Respuesta: Ay=0,0302, dy=0,03.
167. Dada y=2% | 2. Hallar Ay v dy, cvando z=—1, Az=0,02. Respuesta:
Ay=0,098808, dy—0,1. 168. Dada y—senz. Hallar dy, cuando z=n/3,

Ax=nr/18. Respuesta: dy— % =0,00873. 169. Conociende que sen60°=

=1/8j2 =0,866025; cos 50°m—;- , hallar los valeres aproximados de sen 60°3'

¥ sen 60°18’, Comparar los resultados con datos tabularea, Respuesta: sen 60°3" ==
~0,866464; sen 60°18’ = 0,868643. 170. Hallar el valér aproximado do
Lg 45°4'30". Respuesta: 1,00262. 171. Conociendo que logyp 200 = 230103,
hallar ] valor aproximado de logo200,2, Hespuesta: 2,30146.

Derivadas de diversas drdenes 172. y=3x3H2x:+ S5z—1. Hallar p".

Resp, 18z--4, 173, y=9/75, Hallar yp'". Hesp. %:-‘. 174, y=2z% Ha

Mar y®. Resp. 61. 175 y=Sp. Hallar y'. Resp. ZOEDC . 76,

=V/aE—a " s W Y I

/at—z2 , Hallar y". Resp. PRy e . ATT. p=2Vz. Hallar

J&, Resp, — 15_. 178. y=azt-|- br+-¢. Hallar y'*. Resp. 0. 170, f (2) =
B z7 .

In(z-1). Hallar /'Y (2). Resp. ___,c_ﬁi_’{—),‘ 180. ye tgz. Hallar y™.

Resp. 6sclz—4sc?r. 181, y=Ilusenz. Hallar y"'. Resp. 2cotgzesciz.
182, ;;(:J:Vscﬂ. Hallar #"(z). Resp. §"(2)=3[f (2)PF—~F(2). 183. p=

PR, v - 4 =
T . Hallar #*V (z}. Resp. (1_-*;51 184, p=(g? +a?) arcig o Ha

x x
d3p 4ad . LY P a2y Yy
llar -&-——.Relp.w. 185. ygT(,« ¢ ©). Hallar £ . Resp. 5.
186. y-=cos ax. Hallar y, Resp. a™ cos(ar-+ nn/2). 187, y=ea* Hallar yt™.

{n—1)!

Resp. (lnae)"a*. 188. y=In(i--z). Hallar g™, Resp. (_w”n-"ii-F‘)"
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Hallar yt™, Resp.2(—1)" 190. y==e*x. Ha-

(n—1)1
i

n!
0. =155 W
llar y™. Resp. e*{z-+n). 191. y=2z"-1lnz. Hallar y™. Resp.

192. y=sen®z. Hallar y™u. Resf —2n=Lgos (22--nnf2), 193. y=senz.
Hallar yt™, Resp. zsen(z--nn/l)—ncos(z-+nn/2) 194, Si y=¢==;¢;n-:,

2
demostrar que §"—2y'+2y=0. 195. ;.r‘1=nin. Hallar d—:,:r . Resp. — P
b 350
196. anxa+gsy=.—_-a=b= Hallar——-— y X Resp. o W",. 197, 224

3 d3y
=r2 ; __'"_- .t — 2zy= P
+y2=r? Hallar dz' .. Resp el 198. vy 2zy=0. Hallar e

a =
Resp. 0. 189, pm!g(CP—}-p). Hallar g_cp'-r Resp. __2(a+8§:+.3p‘ i

D
st tg‘l P 2y
200, =¢ - cos p=C. Ha].lar prel Résp, i 201. e*-z==e¥ty. Hallarp.

Resp. %g};ﬂ‘ 202. yd-4z? — Bazy = 0. Hallar % Resp.
—-Gg-%. 203. x=a(t— zent), y=a(l-—cost), Hallar %
Resp. — i 2%, z=nq0cos2t, y="> sen? r, Demostrar que% =

205. z=a cost, y=asent. Hallar E%- Resp. —-‘3—:@%. 206. Demostrar

dgan gan+i
que —r (senh z)=8senh z; AT (senh ) = cosh z.

E tones de la y de la normal.
Longitudes ée la nuhtangente y de la subnormal

207, Escribic las ecuaciones de la tanﬁ onte v de la normal a la curva
y=2"—38z2 —x4 5 en al punw M (3,2). Respuesta: tangente 8z — j — 22 =
= {0; normal ST By —

208. Hallar las onuac:ones du la tangente y de la normal, las longitudes
de la subtangente y subnormal de la circunferencia z* + y2 = r¥ en ol punto
M (x4, v,). Respuesta: tangente xzq -+ yyy = r?; nomal zyy — = 0;
’,T_L%' s = |y

Dam:xit.rar ue la auhl.nngente correspondiente a un punto arbitrario

de la ?arabuln y? = 4pz queda dividida por el vértice en dos partes iguales
y que la subnormal es constante e igual a 2p. Construir la grifica.

210, Hallar la ién de la gente en el punto M (zy, y¢): a) A la
elipse —-{--yi-:l Respuesta: —+ w' =1, b) A la hipérbola %-—

.....%'_..__1 Respuesta: fﬂT——Ef'n-:‘L 241, Hallar la ecuacién de la tangente

y de la normal a la curva de Agnesi y— en el punto donde = =2a.

8a3
pros)
Respuesta: tangente r--2y=4a; normal y=2z-—3a.
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212. Demostrar que la normal a la curva 3Jy=6r=5z3 trazada en el
punto M (1, %) pasa por el origen de las coordenadas.

213..1" trar que la tangente a la curva (%)n+(%)"-2 en el

punto M (a, &) estd dada por la ecuacién —:-+—z-=.2.

214, Hallar la i6n de la tangente a la pardbola, y? =20z que forma
con el eje Ox un dngulo de 45°. Respuesta: y=2+-5 [en el punto (5, 10)].

215. Hallar las i .de las tang a la ci f a x24-p2="52,
paralelas a la recta 2z + 3y = 6., Respuesta: 2z + 3y + 26 = 0.

216. Hallar las ecunciones de las tangentea a la hipérbola 42* — 9y? = 36,
perpendiculares a la recta 2y 4 5z = 10. Respuesta: no existen tales tangentes.

217. Demostrar que el segmento do la tangente a la hipérhola zy = m,
comprendido entre log ejes de coordenadas, se divide por ¢l punto de tangencia
en dos partes iguales.

2 2
22]8. Dy trar que el seg o de la tangente a la-astroide :5-}. yi=

maa" W]Eplﬂlldidn entre los ejes de coordenadas, tiene longitud constante.

219. Hallar el émgulol @ bajo el cual se cortan lay curvas y=o0% ¢ y—5b%.
B " Ina—Ind

P = T Tha b

220. Hallar las longitudes de la subtanj bnormal, tangent
y normal do la cicloide z=a'(8—sen8), y=a (1—cos®) en el punto en que
9-:-3—. Respuesta: sp=a; sy=a; T=a [/2; N=a/2.

221. Hallar log valores sp, 35, T ¥ N para la hipocicloide z=/4e cos?¢,

4

y=40 sen3 t. Respuesta: ap— —4a sen? tcost; 8N=—%%£ 3 Te=dia sen? ¢;
N=dasen®itgt,

Problemas diversos

Calcular derivadag de las funci 222, ¢ _.2“::: % Intg ( : ; )
i 1
HResp. y'= . 223, y=arcsen —. Resp. j'=m———v—-o. 20U, y=
T y=Aresen g g |z} VaE—1 4

n il
. cosz a—b E
=agrcsen (sen x), Resp, y EW. 205. y= v ai—5 _arctg(]/m tg-!-)
! = l= T
(e >0, b>0). Resp. y e 2y v m.j y==|z|. Hesp. y TE
= — ,=— & ——
227, y=arcsen VY1 —23, Resp. ¥ —I-;T Vi .
228, De las férmulas para caleular el volumen y la superficie de la
esfera v=-§-ur’ ¥ s=dnrl, se deduce que -d-:—_—.-s. Explicar el significado

geométtico de este resultado. Hallar la correlacidn andloga entro el drea
al circulo y la longitud de la circunferencia,

229. En el tridngulo ABC el lado o se expresa a través de los otros
dos lados b, ¢ ¥ el dngulo 4, formado por estos 1iltimos, mediante la fér-
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mula a="/F2F¢Z—2bccos . Siendo invariables b ¥y ¢, @ s una funcidn
del dngulo 4, Demostrar que %=h¢, donde k; es la altura del tridngulo

que corresponde a la base a. Interpretar el significado geométrico de este
resultado,

230. Empleando el concepte de diferencial, interpretar el origen de las
férmulas aproximadas VaFFb == u-t--;?, Vaifoaat+ donde |b]
¢5 un nimero pequefio, en comparacién con a.

231. El periodo de oscilaciones de un péndulo ¢s I‘=u1/%. ué

influencia ejerce sobre el error, al caleular el valor del perfodo T, un error
del 1% cometido al medir: ) )
1) 1a longitud del péndulo I; 2) la aceloracién de la fuerza de gravedad g?

Respuesta: 1) Fs-_:%-’ 2) :3'-} %

b
Jat *

232. La tractriz tieéne lo propiedad de que en cada uno de sus puntes,
el segmento de la tangente T es de longitud comstante. Demostrar esto,

"l — V2
1) dada la ecuacién de la tractriz: 2 ="/ ni-y‘l-i-% ]n':T}i;:_;_ﬂT—_:E (a>>0);
2) dadas las ecuaciones paramétricas

z=a (ln g % +cos :) , y=asent,

233. Demostrar que la funcidn y=Cie~%-}Cee~** satisface la ecuacion
¥ +3y' +2y=0(Cy ¥ C; son copstantes),
234, Suponiendo que y=e*s6n z, z=a%cosz, demostlrar que
' Y =2 F==2y.
235. Demostrar que la funcidn y=sen (m arcsen x) satisface la ecuacion
—a?) y*—zy’+miy=0. "
230, Demostrar que, si (a==bx) e?zz. 86 tiene:
dy (o)
# =3 -v)".



CAPITULO IV

TEOREMAS
SOBRE LAS FUNCIONES DERIVABLES

% 1. TEOREMA SOBRE LAS RAICES DE LA DERIVADA
(TEOREMA DE ROLLE)

Teorema de Rolle. Si una funcién f (z) es continua sobre el seg-
menio [a, bl y derivable en todos los puntos interiores de éste, reducién-
dose a cero en los extremosx = a yx = b, [f (@) = f (b) = 0l, enton-
ces, dentro del segmento [a, bl éxiste por lo menos un punto, z = ¢,
a<<c -=: b, en el que la derivada | (z) se reduce a cero, es decir,
f(e) =

Demostmeién. Puesto que Ja funcién f (z) es continua sobre el
gegmento [a, 5], debe tener en éste su valor maximo M, y su valor
minimo m. Si M = m, la funcién f (z) es constante, es decir, tiene
una valor constante f (z) = m para todos los valores de z. Pero,
en este caso, en cualquier punto del segmento /' (z) = 0 y ol teore-
ma queda demostrado. Supongamos ahora que == m. Entonces,
por lo menos uno de estos nimeros no es igual a céro.

Para concretar, supongamos que M > 0 y gue la funcién toma
su valor méximo cuando z = ¢, es decir, f (¢) = M. Observemos que
¢ es diferente de @ y de b ya que, seglin la condicién, f(ad) =0,
f(b) = 0. 8if (c) es el valor méximo de la funecién, entonces f (¢ +
+ Az) — f{c) < 0, tanto para Az >0, como para Az <<0.

De aqui se deduce que:

fle+ Ax) —f(o)

= <0, cuando Az>0; 1)
flotAn —F(2) T;) =1@5 0, cuando Az<o. (1

Ya que, segilin la hipbtesis del teorema, existe la derivada en el
punto z = ¢, entonces, pasando al limite, cuando Az — 0, obtene-

*).El nlimero ¢ se denomina rofz de la funcidn @ (z), 8i ¢ (¢} = 0
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tim Lt M)"f(f-‘)=f'(¢)<0, cuando - Az > 0;
Ax -+ 0 Az

lim %@=f’(¢)}0, cuando Az << 0.

Ax-+0

Pero las correlaciones f' (¢} << 0 ¥ §* (¢) > 0 son compatibles
sdlo para el caso en que f* (c) = 0. Por tanto, dentro del segmento
[a, &} hay un punto ¢, en el cual la derivada f* (z) es cero,

El teorema sobre las raices de la derivada tiene una interpreta-
cidn geométrica muy sencilla, Si una curva continua, con tangente

£

il | —>F

gla g & ’

Fig, 91 Fig, 22

en cada uno de sus puntos, corta el eje Oz en los puntos de abscisas
a y b, entonces en esta curva existiré por lo menos un punto de absci-
sa ¢, a<<c<<b, en el cual la tangente es paralela al eje Oz,

Observacién 1, El teorema demostrado es también vélido para
una funcién derivable que en los extremos del segmento la, 5] no
se reduzea a cero, sino tome valores iguales: f (a) = f (b) (fig. 91).
La demostracién es andloge a la anterior.

Observacién 2. Si la funcién f (z) es tal que no tiene derivada en
todos los puntos del segmento [a, bl, el teorema puede ser falso
(es decir, que en este caso, en el segmento [a, b] puede no existir
un punto ¢ en el que la derivada f* (z) se reduzca a cero).

Por ejemplo, la funcién

y=f(x)=1— Va

(fig. 92) es continua en el segmento [—1,1] y se reduce a cero en los
extremos del mismo; sin embargo, la derivada

2
f(x)—-"m
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no se reduce a cero dentro del segmento. Esto se debe a que dentro
del mismo hay un punto z = 0, en el cual no existe derivada (se
reduce al infinito).

La grafica de Ja figura 93 nos da un ejemplo més de una fun-
¢ién, cuya derivada no se reduce a cero en el segmento [0, 2].

4 i 2%
Fig. 93

Para esta funcién tampoco se cumplen las condiciones del teore-
ma de Rolle, puesto que la funcién no tiene derivada en el puntc
z=1

§ 2. TEOREMA SOBRE LOS INCREMENTOS FINITOS
(TEOREMA DE LAGRANGE)

Teorema de Lagrange. Si la funcién f (z) es continua sobre el
segmenio [a, bl y derivable en todos los punfos interiores del mismo,
dentro del segmento [a, bl éxistird por lo menos un punto ¢, a <<c¢ << b
en que

f &) —f@=F () (b—a)

Demostracién. Designemos por @ el niimero ! (b) f(a) e
decir,

b—a
y examinemos la funcién auxiliar F (z), determinada por la igualdad
F@=f@—1@—-—=—a¢ (&)

Veamos el significade geométrico de la funcién F (z). Para
ello escribamos primero la ecuacién de la cuerda 4B (fig. 94), te-
niendo en cuenta que su coeficients angular esigual aQ = ﬂf%-:——i—("-)
y que la cuerda pasa por el punto (a; f (a)):

y—rf(@=0Q(x—a);
y=fa)+@(z—a).

de donde,



144 Teoremas sobre las funclones derivables

Pero F (z) = f (z) — If (a) + Q (z — a)). Por tanto, para cada
valor de z, ¥ (%) es igual a la diferencia entre las ordenadas de la
curva, ¥ = f (z), y la cuerda y = f (a) + Q (z — a), para los puntos
de una misma abscisa z.

Es facil ver que F (z) es continua sobre el segmento [a, b],
derivable en su interior y se reduce a cero en los extremos, es decir,

F (@) = 0, F (b) = 0. Por eso, a la funcién F (z) se puede aplicar
¢l teorema de Rolle, seglin el cual, dentro del segmento existe un
punto x == ¢, de tal manera que

P’ (¢) = 0.

Pero
. F' (z) = f (=) — Q.
Es decir,
F=f({—¢=0
de donde “

Q=7 ()
Sustituyendo el valor de Q en la igualdad (2), tendremos:

f(b; =1@_ s, )
—a

de donde se deduce directamente la f6rmula (1). Asi, pues, el teorema
gqueda demostrado.

Con el fin de aclarar el significado geométrico del t).eeugema de

s ()~ 1 (@)

Lagrange veamos la figura 94, En ésta, la magnitud ~————

representa la tangente del Adngulo o de inclinacién de la cuerda que

pasa por los puntos A y B de la grifica y cuyas abscisas son a ¥ b.

Por otra parte, f* (¢) es la tangente del ingulo de inclinaci6n

de la linea tangente a la curva en el punto de abscisa c. De modo

que, el significado geométrico de la igualdad (1"), equivalente



&
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a la igualdad (1), es el siguiente: si por cada punto del arco AR
puede trazarse una !.angente. existird en este arco, entre 4 y B,
un punto C tal que en éste la linea tangente sea paralela a ia cuerda
que une los puntos 4 y B.

Observemos, ahora, lo siguiente; puesto que el valor ¢ satis-
face la condicién @ <Ce¢<Ib, entonces, ¢ —a<<b —a, 0 sea,
c —a=0(b—a)

donde O es un niimero comprendido entre 0 y 1, es decir,
' 0o 1,
Pero, en este caso,
c=a+ 0 —a),
y la férmula (1) puede tomar la forma que gigue:
J(D)— f(@)==(b-—a)f'[a+0(b—a)], U<cB<1. (1)

§ 3. TEOREMA SOBRE LA RAZON DE LOS INCREMENTOS
DE DOS FUNCIONES (TEOREMA DE CAUCHY)

Teorema de Cauchy. Stendo f (z) y ¢ (z) dos funciones continuas
sobre el segmento la, b) y derivables dentro del mismo, y si, ademds,
@” (z) no se anula en el interior del segmento, entonces dentro de éste
eristird un punto x = ¢, a << ¢ << b tal que:

fib) —fla) - )] ' (1)
B —e@ ¢

Demostracion. Definamos el nimero @ por la igualdad

10—/ y
=@ W

Observemos ?fua @ (b) — ¢ (a) =0, ya que en el caso contra-
rio @ (b) seria igual a ¢ (a), ¥, segin el teorema de Rolle, la deri-
vada @' (2) se reduciria a cero dentro del segmento, lo que con-
tradice a la hipétesis del teorema.

Formemos una funcién anxiliar

F@=1@ —1@ —Qle@ —o @

Es evidente, que F {a) = 0 y F (b) = 0 (que se deduce de la
definicién de la funcidn F (z) y de la de Q). Teniendo en cuenta que
la funcién F (z) satisface ¢n el segmento [a, b] todas las condiciones
del teorema de Rolle, deducimos que entre a y b existe un valor
a =¢ (a<<e<<b) tal que F' () = 0. Pero, F' (z) = f (z) —

10534
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— Q¢ (a) v entonces -
F)=1)—Q¢ =0
de donde:
c
0=-L9.
% (6)

Sustituyendo el valor de @ en la igualdad (2), obtendremos la
igualdad (1), )

Observacién. Contrariamente a lo que parece a primera vista,
el teorema de Cauchy no se puede demostrar aplicando el teorema
de Lagrange a los dos términos de la fraccién

1) =i
@ {b) — (@)

En efecto, en este caso obtendviamos (después de reducir la

fraccidn por b — a) la formula:

f®) —fla) _ fle)

W) —9l ()
en la que a << ¢ < b, & << ¢z << b. Paro como, en el caso geoneral,
¢y 7= ¢, el resnltado obtenido, no confirma, evidentements, el
teorema de Cauchy,

§ 4. LIMITE DE LA RAZON DE DOS INFINITESIMALES

(vCAlJCULO DE LIMITES INDETERMINADOS DEL TIFO %"]

Supongamos ‘que las funciones f (z) v @ (2) satisfacen las condi-
ciones del teorema de Cauchy en cierto segmento la, bl y se reducen
a cero en el punto x = @ del mismo, es decir, f (@) = 0y @ (a) = 0.

La razén I-i‘—} no estd definida, cuando z = 4% pero tieme, sin

embargo, un significado bien determinado para los valores de = = a.
Por tanto, se puede plantear el problema de hallar el limite de esta
raz6n, cuando z — a. El cdleulo de los limites de esta fndole se llama

habitualmente scileulo de limites indeterminados del tipo TO» 3
Nos hemos encontrade con problemas de este género cuando
SM% v cuando hallibamos las

T
derivadas de las funciones elementales. La expresién 22X  no

considerabamos, por ejemplo, lim
20

tiene sentido, cuando z = 0, es decir, la funcién F(x)m.”;:f.
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no estd definida, cuando x = @, pero hemos visto que el limite de Ia
expresi6 ﬂ:i , cuando #— 0, existe y os igual a1.

Teorema (Regla de L'Hospital). Supongamos que las funciones
f(x) v @ (z) satisfacen en cierto segmento la, bl las condiciones del
teorema de Cauchy Yy se reducen a cero en el punto x = a, es decir,

{(a) = @ (a) = 0; entonces, si existe el limite de la razén ; At

cuando T — a, existird lambién lim %{{%— y ademds:

lim ﬂﬂz lim —f‘—(“j—-
x=+a @[I} x—+a § (x)

Demostracién. Tomemos en el segmento [z, b} un punto z 5= a.
Aplicando la férmula de Cauchy, tendremos:

[@D—]@ _ @
e —¢l@ @(E’
donde § se encuenira entre @ y z. Segin la condicién, § (2) = ¢ (a) =
= (. Esto significa que:
1@ _1® i
¢ () o (E)
S8i £ -+ a, también E - a, ya' que § estd comprendida entre
z y a. Al mismo tiempo, si lim ‘:p.{;}) = 4, entonces existird también
e JOE) .
"]::1-—._———'?,(5) igual a 4.
Fsta claro que:
tim L9 gim LEO i SO _ g, L@
xrapr) =>a@(l) svag(E) #-aq'(a)
y en definitiva:

tim L& _ i LG
x+g W(&t‘) Xk a Ip{.t}

Observacion 1. El teorema es vilido también en el caso en que
las, funciones f (z) 6 @ (z) no estén definidas en z = a, pere

lim f(x)=0, lim ¢ (z) =0.
. x—+a x=ra
Para reducir este caso al examinado anleriormente, és necesario
10%
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definir adicionalmente las funciones f (z) ¥ ¢ (=) en el punto z = a
de tal modo que éstas sean. continuas en dicho punto.
Para esto es suficiente poner

Ha)= lim f{z)=0; ple)= lim @(z) =0,

Wk a

ya que, evidentemente, el limite de la razén “: , cuando 22— a,

no depende de que las funciones f (z) y p(z) estén o no definidas

en el punto z = a,

Obgervacién 2. Si [ (a) = ¢’ (a) =0 y las derivadas [ (z)
¥ ¢ (z) satisfacen las condiciones puestas sobre las funciones f (z)
¥ @ (2), segin la hiptesis del teorema, entonces, aplicando la regla

de L'Hospital para la razén é ,((z)) , obtendremos la férmula:

tim £ i 28 e
x—+a ¢ (2) z=+a § (z)

Ohservaeidn., 3. Si ¢ (@)= 0, pero §" () 5= 0, el teorema se

aplica a la razdn inversa %, que tiende a cero, cuando x —- q.

Por tanto, la razén :T%?i tiende al infinito,

Fjemplo {.
1 sen 5x —1f (sen 5r)° T 560858-2_.
A O LR L T R
Ejemplo 2.
1
TR L) S L LB S
x) z xs0 1 1
Ejemplo 3. ¥
eX—e*—~2r . eXfe 2 Lt B s :’+~c”‘=_2__
,]:Ln; T—_sen= __lﬁ {—cosz =.,1=i_’.l¢l; sen® 2a0 087 e

En este caso fue necesario aplicar tres voces la regla de L'Hospital,
puesto que, para z=0, las razones de las primeras, segundas ¥y terceras

derivadas cond a la ind inacidn T
Observacién 4. La regla de L'Hospital también puede ser aplica-
da, cuando

lim f@=0 y Um ¢)=0.

x - o
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En efecto, haciendo z= % , vemos que z~ 0, cuando x— oo,

y, por tanto:
Km :(l)=o, lim q;(l) —0.
z=+0 z =0 z
1
Aplicando la misma repla de L'Hospital a la razén : halla-
o(z)
mos:
1) 1 1 N
1@ (3) Hil-= r(3)
lim = lim 1im = lim =
s+o @lz) -0 (1) s—u-q’,(i) (_*1; s+0 ('l_)
N z z 't z
x—= = @ (2) !
lo que se trataba de demostrar.
Ejemplo 4.
k k 1
s0M — keoos — | ——5
lfm — %= = Hm = (=) o= Tit Koo e b,
X 1 Ty e x
T s

§ 5. LIMITE DE LA RAZON DE DOS MAGNITUDES
INFINITAMENTE GRANDES

(«CALC ULO DE LIMITES INDETERMINADOS DE LA Fommg»)

Examinemos el problema acerca del limite de la razén de las dos
funciones f (z) v @ (z), .que tienden al infinito, cuando z—a
(o cuando & -~ oo).

Teorema. Supongamos que f (z) y @ (z) son funciones continuas
y derivables, pare todos los valores de x 5= a er la vecindad del punto
a, i que la derivada @' (z) no se reduce a cero. Supongamos también que:

lim f{z)= oo, lim ¢ (x)= oo
X X-+G
Y que existe el limite

i L )
s+a @ ()



150 Teoremas sobre las funciones derfvables

Entonces existird también el lim%, o seq:
iim 28 g L (2
- a @) =4nq)t3)

Demostracion. En la vecindad considerada del punto a elijamos
dos puntos a y z de tal modo que

a<<z<<a (6a>z>a).
Seglin el teorema de Cauchy, tendremos:
f@)—f@ _ )
@) —ol ¢’

donde & << ¢ < z. El primer miembro de la igualdad (3) lo transfor-
maremos asi:

3

i)
f@—fe) - f@ i@ '
P@)-e@ e {2 &)

® (@)

De las correlaciones (3) y (4) obtenemos:
_Ha)

ro_ 1@ 1@

v 9@ ;9@

? (2)

De donde:

gl

1@ _ 19 9@

0@ 0@, _f@

, )
De la condicién (1) se deduce que para cualquier & > 0 arbitra-
riamente pequeifio, se puede elegir « tan préximo de e, -que para

todos los’ valores de z =¢, donde a <<c <{a, se cumpla la
desigualdad

(5)

fie)

- —A|<s
¢ {c)
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A—e< L9 ((‘)<:A+e )
Examinemos, ahora, la fraccidon
ST
9 ()
W)
fiz)

Fijemos o de ‘tal manera que se cumpla la desigualdad (6),
y aproximemos x al valor a. Ya que f (z) — co ¥y @ {z) =~ oo, cuande
z —» @, tendremos:

0@

lim — 2@ 4
x-=a 1_@
f (@)

y, por consiguiente, para el valor de ¢ == 0, prefijado anteriormente,
para. x, suficientemente préximo de a, tendremos:

_o
@ (@)
e
1 (z)

<&

2@
- o () o
1—e<< ‘m<1+s. (7

1@

Multiplicande miembro a miembro las desigualdades (6) y (7),
obtenemos:

‘P("-)
f(‘-’) 'P(z}
A —e)(1— —_— (A
{. &) ( gy << o -~ f()<( —+ &) (1+4¢),

il
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o, en virtud de la igualdad (5):
(M-l —g< ”(” <A 49+

Puesto que e es un niimero arbitrariamente pequefio, cuando z se
encuentra lo suficientemente préximo de a, de las tltimas desi-
gualdades se deduce:

fm L@ —
xva @)
o, segin (1):
tim S 1 L
zwa P} x=aq'(@)
lo que se trataba de demostrar.
Observacion 1. Si en (1), A = oo, es decir,
tim L8
z=a ¢ (7)

la igualdad (2) sigue siendo valida. En efecto, de la expresién anterior
se tiene

lim ¥ (z) =1,
x=a f(x)
Segiin el teorema demostrado:
iim 280 i £@ _ g
. =—ra f(x) e=a [ (z)
de donde, .
T L
x—+a q;(.r)

Observacién 2. El teorema se puede generalizar fécilmente al
€aso en que I -» 00,
Ln el caso de que lim [ (x) = oo, lim @ (z) == co ¥y existe
Koo xron .

o )
Jlxl-.ri (e

; entonces:

Cf@) S
| — lim
o @) e g (@) o
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Esto se demuestra haciendo la sustitucién de z = % , como se hizo
en condiciones anilogas, al calcular los limites indeterminados del
tipo % (véase § 4, observacién 4).

« Ejemplo 1.

1fm -5£_=|im L‘,:;.,iz Ui £

ot
TR
fraey Pty ¢ vy |

Observacién 3. Insistamos una vez mds en que las férmulas (2)
¥ (8) se verifican sdlo cuando exista el limite (finito o infinito) del
segundo miembro. Puede ocurrir que exista el limite del primer
miembro y el del segundo no, como ocurre en el caso siguiente:

- z senx
1fm Tt eenz
Z - &

Este limite existe y es igual a 1. En efecto,

ljm Zsenz T (1_'_ se:m):i‘
xI

L A X - 0
Pero la razén de las derivadas

{z+4senz) 14 cosz
@ . A

Eo tiende a ningdn limite, cuando z - oo, sino que oscila entre
y 2.

=1-4coszx

Ejemplo 2.
azt--b daz  a

.1!-(:20 czde—d ‘;!-{f?u 2z ¢’
Ejemplo 3.

44

gz €088 T 1 cos®dz 1 2.3 cos 8z sen 3z
lim = = =
el tg 3x _Hn," 3 m?.-é' costx H",];F 2¢os T sen
E 7 cosi8z % b

4. ¢088r .. sen3z " 3sen3z (=1 _ (=1 (—1)
E'hn;. cos x hn’a‘ Eon hu:‘ senz = o =3.
z e 3 =7

Ejemplo 4.

& 5 1
lim o= lim —-==0.
Fraees xsoa
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En general, para cualquier nimero entero n >0

Los cdlgulos de los limites indeterminados, que simbélicamente
se representan asi:
2) 0.co; b) 0% o) 0% d) 1= €) so—oo,

se reducen a los casos ya examinados.
El significado de estos limites indeterminados es como sigue:
a) Suponiendo llmf(.-:) =0y lim @ (z) = oo, hallar

ilm {f (=) q:(:)].

Esta es una indeterminacién de tipo 0.co.
Escribiendo esta expresién en la forma:

‘lim [/ @) p () = lim L2 ”‘”’
w(x)

o en la forma:
tim [/ () 9 (2] = lim 22 ‘Pm

I(:)
obtendremos, para z -—» @, una indeterminacién de la forma % 6 g 3
Ejemplo 5. &
lim =" In a:.—lim dos. lim = —lim 2
2esl o 1 wwd __ T x0
z Znl
b) Sea:
lim f(z)=0, lim, ¢ (x)=
hallar e e

lim [f (@,
o, como suele decirse, calcular el limite indeterminado de fipo 0°,
Poniendo _
y=1@F"®,
y tomando logaritmos en ambos miembros de la igualdad, tendremos
In y=g(z) (Inf(z)].
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Si z -~ a, obtenemos en el segundo miembro una indeterminacién
de tipo 0.co. Una vez calculado el lim In y, serd ficil hallar el

lim y. Efectivamente, en virtud de la continuidad de la funcién

logantmzca, se tiene lim Iny =In llm y,ysiln lim y =b, resulta-
rd, evidentemente, qua lim y=é&. Si, como caso pnrticula:, b=
=z 4oo 6 b= —o0, ent.onces serd, respectivamente, lim y =
= +oo 6 limy =0,
Ejemplo 6, Hallar lfn;xf. Haciendo y—=z*, hallamos In lim y=
=limln y=lim In {z%) ==“i-[.m (z In z);
b
lim (= 1n 2) =1im 25% = Jim —Z = —lim 2 =0,
Tl x=0 2 x| x=+l)
z =T

por tanto, Inlim y=0, de donde resulta que lim y=e%=1, es decir,

lim 2% =1,
Ea]

Dt un mode andloge se caleulan los limites en los demids casos,

§ 6. FORMULA DE TAYLOR

Supongamos que la funcién y = f (z) tiene todas las derivadas,
hasta la de orden (r -+ 1) inclusive, en cierto segmento que contiene
el punto z = a. Hallemos un polllwmlo y = P, (z) de grado no
superior a n, cuyo valor en el punto z = a sea Igunl al de la funcién
f(2) en el mismo punto, y los valores de sus derivadas hasta el
n — ésimo orden sean iguales en el punto £ = a a los valores de las
derivadas correspondientes de la funcién f (z), en este punto:

Py@=f(a), Pu(@=f(a), Pila)=f"a),
P,En)(rl) f‘“’ {a). (.1}
Es de suponer que este polinomio, en cierto aspecto, serd «proximo»
a la funcién f (z). )
Hallaremos este en forma de polinomio, siguiende las potencias
de {z — a) con coeficientes indeterminados
Pp@=CotCrle—a) + Colz—af + Cy(z—a)f’ + ...
« +Ch(z—a)". (2)
Los coeficientes indeterminados Cy, C3, . .., €, calculemos de
tal modo gue se cumplan las condiciones (1).
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Hallemos previamente las derivadas de P, (z):

P, @=C, + 2a(z — @)+ 3Cale—a) + ... +nCa(z—a)""",
Pila)=20, 4320, (z—a) +... +nn~Ci@—a)" % | (3)

P (@) = =1y o 3G

Sustituyendo z por el valor de ¢ en los dos miembros de las
igualdades (2) y (3) y sustituyendo, segin (1), P, (a) por {(a),
P, (a) = [ {a) etc., obtendremos:

@) =Cs,
fla) =C,

f @) =2-1C
(@) ==3.2-1C3,

P ey=nin—1)(r—2) ... 2:1Cy,

de donde resulta:

G=i@,  C=f@  G=5)
(4)
1 or i 1]
Cy== — = e—— %
=gl @ e € 1_2’_”.?1)“ ()

Introduciendo en la férmula (2) los valores hallados de
€y, Cay + . .» Cn, Obtenemos el polinomio buscado -

P, (z)= T—a (z—a)?,, (z—a) .. i
o (@)= fla) + 1 flay+ 12 !'(ﬁ)+i_2.3f'{a)+;

fr—a)" aw
. —— a). 5
+1-2A.,.-nfbl(] ®)
Designemos por R, (z) la diferencia entre los valores de la funcién
dada, f (z), ¥ del polinomio calculado P, () (fig. 95):
R, (z) = { (x) — P, (),

de donde tenemos:

ﬂx) e Pn (3) +'Hn (3)'
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o, en forma desarrollada:

[ =1 @ +E2F (@) + & f{a)+---

e ‘—":—]“Lf‘"’@ +Re@. (0

El término R, (z) se conoce con el nombre de término comple-
mentario. Para aquellos valores de z en el que el término comple-
mentario R, (z) es pequeiio, el polinomio P, (z)
da: un valor aproximado de la funcién f ().

Asi. pues, la férmula {6) permite sustituir
la funcién y = f (z) por el. polinomio y =
=P, (z) con el grado correspondiente de preci~
sién, igual al valor del  término complemen-
tario R, (2).

Estimemos el valor del R, (x) para diferen-
tes valores de x.

Eseribamos el término complementario en
la forma

Fig. 85

R, (5= f——_m;,wo{ 2), (7)

donde Q (z) es la funcion que debemos hallar. Eseribamos de nuevo
la f6rmula (6), del siguiente modo‘

1@ =1 (@) += ua)+"‘ Y @+ .

(z—a)" )
B )
% i !()+(+m@() (67
Considerando fijos los valores de z y &, la funeién Q (z) tendrd
un valor determinado, que designamos por Q.
Vedmos ahora la ﬁmclﬁn auxiliar de ¢ (¢ estd comprendido entre
ayxh

(erfzx)—ru)—i“rm “*"

— -

_=z—=0" (z—""
) — .
—— 1w D o
donde el valor de @ viene determinadé por la correlacién (6°), cuando
a ¥ = son nimeros determinados.
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Hallemos la derivada F’ (f):

Foo=—fo+ro—2"tru+ 2"”2[‘ Dy —

1 :
(& — 8 _ =T nle ="
HEL P s e S S 2w
e ('r_t)n in+1) (n +1) (3"_‘)“
e f (-‘-)+———-—-m i Q@
y reduciendo:
Ft)y=— _("‘_:_‘ifn“’(g) + fe—=1" Q. ()
nl n!

Por tonsiguiente, la funcién F (f) tiene derivada en todos los puntos
t, préximos al punto de abscisa a. Observemos que, segin la f6rmu-
la (6), se tiene:

F@)=0, F(a)=0.

Por eso, a la funcién F (#) se le puede aplicar el teorema de Rolle
y. por tanto, existe un valor ¢ = E, comprendido entre a y z, para
el cual F’ (§) = 0. De aqui, en virtud de la correlacién (8), obtene-
mos:

R ——IE}" £y E:;.@:QE- 0,
al n!

de donde
Q=1
Introduciendo esta expresién en la férmula (7), resulta:
T
R =i " 4
e 404)

Lsta es la llamada férmula de Lagrange para el término comple-
mentario. =

Como & estd comprendido entre z y a, puede ser representado
en la forma®*: .

E=a+6(—a)

*) Véaso el final del § 2 del presente capitulo,
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donde, 0 es un numero comprendido entre 0 y 1, es decir, 0 <= 8 < 1.
En este caso la formula del término complementario toma la forma:

n+t
By @) E= A £t (g 4 05 g,

¢+ 1)
La férmula;
1@ =1@+Z22 @+ ‘—*—gil‘f’-'r"(a) A

{a:—q,)" 0 (x“ajn-ﬂ T
B _f‘ (a)+ T f"*la4o0@z—a) (9

s¢ denomina férmula de Taylor para la funcién f (z).
Haciendo a = 0, la férmula de Taylor se escribird asi:

f(z):f(0)+i:~f’<0)+§~;f'{0}+

il_ ) il UL LIFPS
e b= 1 (01+(ﬂ+mf‘ (07,  (10)

donde, O estd comprendido entre 0 y 1. En este caso particular, la
férmula de Taylor toma tembién el nombre de férmula de Maclavirin.

§ 7. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES ¢*, senx y cos
POR LA FORMULA DE TAYLOR

1. Desarrollo de la funcién f (z) = e,

Hallando las derivadas sucesivas de f (), obtendremos:
@) =¢", 0)y=1,
Fa)=¢, Fl0) =1,

f("j (::)___exl f{ul{o}= 1.

Introduciendo las expresiones obtenidas en la férmula (10) § 6,
tendremos:
T 3_2 -’t—'ﬂ " J_n+: o
=144 =4 —t—e, 0 1
sttt rgtaan” e
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5i | z | < 1, haciendo n = 8, habremos evaluado el término comple-
mentario:
1
Ry < — 5 3
Cuando x = 1, se obtiene la férmula gque permite hallar el valor
aproximado del nimero e:

emtddd gt o g

realizando las operaciones sobre las fracciones decimales hasta el
guinto signo después de la coma hallamos:

e = 2,71827.
Aqui se toman como exactas las primeras cuatro cifras decimales,

ya que el error no es superior a ﬁé a 0,00001. Tengamos en cuenta

que para cualquiera x gl término complementario serd
n+i
R,=———¢" -0, cuandoe n-»oo,
(n 41N
Efectivamente, si 8 <4, y 'z tiene un valor fijo, la magnitud
¢ estd acotada (es menor que €%, cuando x> 0, ¥ menor gue 1,

cuando z << 0).
Demgstremos que, para todo z fuo‘ se verifica:
ntl

n+ 1)l

—0, cuando n->oo.

En efecto,
CARN B B S D
(n+4+A) 123 " nnfal
Si x es un nimero fijo, se hallard un entero positivo & tal que
|z | <N

Ponemos l%-‘ = ¢. Entonces, teniendo en cuenta que 0<q<{1,

siendo n = N + 1, N+ 2, N + 3, etc., podemos escribir:

I"+‘| XL .
(4 1) 123 matal
B 1 o EY e O T | 10 D 1.1 1 0 -
102113 N—1iIN n41
N—1
z n=N4z

- x
e . SR S8, PR P
T2 3 q-q q q

N—1 (N — )
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puesto gque
z

. - x
N ‘<m ”"ln+J{¢

ol ‘,—_ ,

N1
Pero la magnitud _T::ﬂ es constante, es decir, no depende de n,
mientras que ¢g"—"'2 tiende a cero, cuando n-+ co. Por tanto,
xl‘H‘-l p
1)

lim ——=10.
n s (n 4 1)!

¥y entonces,
.‘.l:"'+1 P
n—roa,

= ¥
(n-+ 1)
De lo anterior se deduce que para todo valor de x se puede calcular
e* con cualquier grado de precisién, tomando el nimero suficiente
de términos.

2. Desarrollo de Ia funcién f (z) = sen .
Hallemos las derivadas sucesivas de [ (r) = sen x:

R, (z) ="

flz)=senz, 10)=0,

i (@) =cosz=sen (z+%), ) =1,

ff(x)ﬂ-—senx:sen(z+2%}, £7(0) =0,

{7 (z)= —cosz=sen (z+3%). 770 = —1,
Y o=o0,

!'v(a‘]=senz=aen(x+4-’;-)_

1 (2) = sen (z+n%), f("’(O):sann%.

f‘“*"(x)=sen[z+(n+i)32i]. f‘“““(a)=sen[§+(n+1)%].

Introduciendo las expresiones halladas en la férmula (10) § 6,
obtenemos el desarrollo de la funcién f (z) = sen z segiin la férmula

11—534
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de Taylor:

# 2
Senx_x—?+5_!_

= n xii'H .HJ

i +;mnn—§+msen[§+(n+l}-2- .
¥ puesto que !.5en [5-;— (n-+1) %] !-ﬁl‘l. se tendrd lim R, (x) = 0
para todos los valores de z

Ti~s00

Apliquemos la férmula obtenida para el cileulo aproximado de

'. ¥ f
1 ¢ u
1 i 1 .5
! y=x U i LA
ll f!
\ AN 7
‘,‘ e
ACAN | e R
S 2 7 2 A3 4 X
P ‘\
N :
// ",. yedenx
7 g=x-fx |
£ )
1
1
1
Fig. 96

sen 20°. Hagamos r = 3, es decir, nos limitaremos a los dos pnme:os
términos del desarrollo:

n o= 1/} .
sen 20 =aan§-w§-—j(-§) = (0,343.

Evaluemos el error que resulta igual al término complementario
| Ryj= ('—'

l ) - sen (B -+ 2m)

<( ) 71 = 0,0006 < 0,001.
“Por tanto, el error es inferior a 0,001
eon un error menor de 0,001

es decir, gen 20° = 0,343
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En la figura 96 estdn representadas las graficas de la funcién
f(z) = sen z y de las tres primeras aproximaciones:

] 2 _ B
S (@) =g 32(5]=2'"'§E= Ss(-‘-')—-"?—gi‘*i'a

3. Desarrollo de la funcién f (z) = cos x.
Hallando los valores de las derivadas sucesivas de la funcién f (z) =
= cos z para z == ( e introduciéndolos en la férmula de Maclaurin,
obtendremos el desarrollo:

e
coaxzi-—é-!-ka-—-... -
=" ( rc) il [ n]
—cas | n— ————¢038 n41)— |,
+geosny) +oeos| S k1)
[El<<izl
Aqui también lim R, (r) = 0 para todos los valores de z.

Ejercicios para el capitulo IV

Colngrobnr quo el teorema de Rolle es wilido para las funciones:
1. y = z* — 3z 4 2 en el segmento (1, 2]. 2. y = 2° 4 5z — 6z en el seg-
mento [0, 1}. 3. y = (z — 1} (z — 2) (zx — 3) en el segmento (1, 3). 4. y =
= sen? z en el segmeﬂto&ll}. o], 5. La funcibn f(z) = 4:'-5» 2* —4r—1
tiene por raices 1 y— 1. Hallar la rafz de la derivada /' (z), estudiada en el teo-
rema do Rolle. 6. Comprobar que entre las raices de la funcién y=7"2° — 52+ 6
se halla la de su derivada. 7. Comprobar que el teorema de Rolle es vilido

para la funcién y = cos? z en el segmento [——E‘-.'-]-%]. 8. La funcidén y=

= {' — }/z* so anula en los extremos del segmento [—1, 1]. Demostrar que
la derivada de esta funcién no se reduce a cero en ningtin punto del segmen-
to [—1,1). Explicar por (;ué razén no es aplicable en este caso el teorema
de Rolle. 9. Escribir la férmula de Lagrange para la funcién y = sen z
en el segmento [zy, z;]. Respuesta: sen r; — seD oy = (23 — z,) CO8 &, 2, <
<< ¢ << .. 10. Comprobar que la férmula cfs Lagrange es vélida para la fun-
cidn y = 2z — z® en el u]imemo {0, 1). 11. iEn qué punto de la curva y = z"
la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos M (0, 0) y M (s, a)?

Respuesta: en el punto de abscisa o= » 12, JEn qué punto de la curva
n

a
n—1
y=1In z la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos M, (1,0
¥ Ma (2, 1)? Respuesta: en el punto de abscisa 3= e—1, ¥ 1.0

Aplicando el teorema de Lagrange, demostrar las desigualdades: 13, &= 3>
Fltx 14 In(I+2)<z(z>0). 15 b" — o < nb"1 (b — a) para
= a. 16. arctg z << z. 17. Aplicar la férmula de Cauchy a las funciones

&
(=)= 2% @ (z) = 2* en el sogmento [{, 2] y hallar c. Respuesta: ¢ =.%4

i1+
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Caleular los limites siguientes: {8, li.m 1‘ Resp, -:'- 19. llm = enex .
e
igr—zx o
Resp. 2. 20, },i“'":T-EH':“ Resp. 2. 21, :l:i:% —-ms o, g Resp. —2.

22, lfm —S=Z . Resp. No existe el limite. (/2 para z—>+40, — /2

x=+0 Yil—cosz

pera z—>—0), 23. lim 1—“’%’— Resp. —. 2. lim b, Resp
Xl

z—arcsen z senz—sen a
ln-; 25, Iim--—-m——- Resp, — '26. ;E:--—_-—- Resp, cos a.
2: lim S0Vl g 2 28 lim—SSRETT gy L
b e I g — er g
20, Uim 271 Reep. 2. 30 1imRE  (donde n>0). Resp. 0.
» lim . Respe 3. 30, lim =g
a(142) Conid i
3. iqn;w. Resp. 1. 32. iLI:; 1,-,"'"1‘ . Resp. —1. 33. lim <0
x
Resp. 0, cuando @>0; oo, cuando a<0. 34 x!ﬁ'w:xj__:q
In sen 3z Intg 7=
Resp. A, 35. lErs T Resp, 1. 36. ’lri_g ~In—t§2—z- . Resp. 1
o lm REZD=E pep 00 38 lim(—2) tg 3. Resp.
] I'.g-ﬁ- xasl
2z

—i- . B9, l[m ['27--‘:—1-{] . Resp. —-\li- 40, :EI}[-I_ Tr'l_‘]

Resp. —1. 41. 1[m {scp—tg @). Resp, 0. 4&2. llm [s—l lnx] st,o‘—;,-.

l""‘“‘
2
1

1
3. lim = colg 2¢. Resp- 5 4. Lim 35, Resp. co. 46, lfm z T, Resp.— .
- X

i8. Um V. Raip, LAT. Iim( i]“‘”‘. Resp. 1. 48. J_‘?:(w;.]’. Resp. o=

fwd
g n _‘!
49. hm (ootg.r}l" . Resp. -—— . 60, llm(wsz) .He:p.’l.Sl.lim[m)o ;
e o0\ P
2

nx

t‘-—-
2 i .
Resp. .—1—; 52, ii:t; (Lg ?] . Resp. = 3. Dt_asarml'lar en polencias
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dexr—20l 11namiex‘-5.=3+5:!-§‘-:+2 Re:puum. —?(:—2]—(:—2}’+-
+3(,__2 + (z—2)4, lar en de 41 el polinomio
g Drd—gip zo, qum,utq [z+1)’+2 [3+1)a‘-'3 (z-h 1Y+ (z 1)
55, Aplicar la férmula de Taylor a la funcitn yr'l/x, cuando a=1, n=3.
X g—1 1 (z—1p 1 (&1 3  (s—1)¢ §
Respuesie: Vamit == p—Syg— T+ (33 T~ & BX

X [148(z=1)]""3, 0< 01, 56. Aplicar la férmula de Maclaurin a la
funcidén y="VY1+z, do m=2, Res ‘|f1+;=1+_i_;_.;_x=+

+ 0< 0.< 1. 57. Tomando los resultados del ejemplo anterior,

z?
16 (1+02)*2"
evaluar el error de la igualdad aproximada P i4z=1-+ ‘;—x——% =3,
cuando £=0,2. Respuesta: menos de -«—-F-i

Explicar la procedencia de Jas igualdades aproximadas, validas para
pequeinios valores de x, y avaluar el error de las mismns. 58. lncoszms

2 gt 228
= _‘T_Ta' 39, ng.‘-as.:r-{- 3 +ﬁ' ‘60. arésen zas:-l-?. 61. arctgr =
1 3
ne—. 02 T 1 T4 2 6. dn(ek VI =

Aplicando la férmuln de Ta;rlor. caleular los limites de las expresiones:

84, lfm — T—SO0F Resp. 4. 65, MmliUba)loseniz o, g,
Xl Bx___.!_:__T x=0 {1—e* :
2{lgz—senz)—z? 4
66. g ) . Resp. 1. 67. lim | z—a2 —}|. Resp.
iy w1 T [ N e

colg =
T

1 " 1 L 1 2
e 68. alv-n‘n; (';_:"' ) . Resp. T 69. lim (;r——eotgﬂ :] . Resp. 3



CAPITULO V

ANALISIS DE LA VARIACION
DE LAS FUNCIONES

§ 1. GENERALIDADES

El estudio del aspecto cuantitativo de los diferentes fenémenos
de la naturaleza se reduce al establecimiento y andlisis de la depen-
dencia funcional entre las magnitudes variables que participan en
cada fenémeno. Si so logra expresar tal dependencia funcional de
modo analitico, es decir, mediante una o varias férmulas, podemos
explorar la dependencia mencionada, sirviéndonos de los métodos
del andlisis matematico. Por ejemplo, ‘al estudiar el fenémeno del
movimiento de un proyectil en el vacio se obtiene la férmula que
determina el alcance de caida R en funcién del dngulo de elevacién
@ y la velocidad inicial v,:

b visen 2o
4

(donde g es la aceleracién de la gravedad).

Con esta férmula, podemos establecer a qué 4ngulo a, corresponde
el alcance 2, méximo 0 minimo, en qué condiciones el crecimiento
del dngulo a determina el aumento del alcance, etc.

Consideremos otro ejemplo. Como resultado del estudio de las
oscilaciones de una carga sobre una ballesta (de un vagén, de un
automévil, etc.) se obtiene la fSrmula de la desviacién y de la carga,
respecto a la posicién de equilibrio, en funcién de tiempo i

R

y==¢"" (4 cos ot + B sen wt).

Las magnitudes &, 4, B, @, que integran la férmula, tienen un
valor determinado para un sistema oscilatorio dado (dependen de la
elasticidad de la ballesta, de la carga aplicada, etc., que no varian
con el tiempo ¢ y, por eso, se consideran como constantes.

Con esta férmula, se puede establecer para qué valores de ¢ crece
Ia desviacién y al'aumentar ¢, cémo varfa la magnitud de la desvia-
cién méxima en funcién del tiempo, para qué valores de ¢ estas desvia-
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ciones son mdximas, a qué valores de ¢ corresponden las velocidades
méximas del movimiento de la carga, ste.

Todos los problemas mencionados forman parte del concepto
¢andlisis de la variacién de una funciéns.Es evidente que serd dificil
aclarar todas las cuestiones consideradas, calculando los valores
de la funcién en puntos aislados (como se ha hecho en el capitulo II),
La finalidad del presente capitulo consiste en establecer un método
general para el andlisis de la variacién de funciones.

§ 2. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION

En el § 6 del capitulo primero hemos dado la definicién de una
funcién creciente y decreciente. Apliquemos ahora el concepto de
derivada al anélisis del crecimiento y decrecimiento de una funcién.

Teorema. 1) Si la funcidn f (z), derivable en el segmento la, b,
crece en este segmento, su derivada en éste no és negativa, es decir,
(@ >0. b

2) 8i la funcién f (z) es continua en el segmento la, bl y derivable
sobre el intervalo (a, b) cuando f* (z) es positiva para a << x << b,
esta funcién es creciente sobre el segmento [a, b).

D tracién. D tremos la primera parte del teorema.
Supongamos que f (z) crece sobre el segmento [a, bl; demos al argu-
mento z un incremento Az y consideremos la razén

[+ AD) 1@

)
Az
Como f (x) es una funcién creciente, se tiene:
flz+ Ax)=f(z) para Az =0
¥
flz4+Az)<<f(z) para Az<O.
En ambos casos )
Az
¥y, por lo tanto, .
lim flz+ Az) —!fﬂf)}ol

Ax =0 Az

eg decir, ' (z) > 0, lo que se trataba de demostrar. [Si fuera f (z)<<
=< 0, entonces, para valores de Az snficientemente pequeiios, laraz6n
(1) seria negativa, lo que contradice a la relacién (2)).

Pasemos ahora a la segunda parte del teorema. Sea f' () >0
para todos los valores de = pertenecientes al intervalo (a, b).
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Consideremos dos valores arbitrarios, zy y s, #; <<%, pertenecien-
tes al segmento [a, bl. -

Conforme al teorema de Lagrange sobre incrementos finitos
tenemos:

fad—1(@) =1 (B (22— ) 2a<E< 7.

Puesto que §* (E) = 0, entonces [ (z2) — f (z,) > 0, lo que significa
que f (z) es una funci6n creciente. Existe un teorema anilogo para las
funciones decrecientes (si son derivables),

y v
//A .

_/‘K ¢ \ j‘ \¢
* 4 ax g 4 BN x
fa} 6)

Fig, 97

Si la funcién f (z) decrece sobre el segmento a, bl, sobre el mismo
segmento la derivada f* (2) < 0. Si f’ (z) << O sobre el intervalo (a, b),
la funcidn f (z) decrece en el segmento [a, bl. Se supone que la funcién
es también continua en cada punto del segmento [a, b] y derivable
en todo el intervalo (a, b).

Observacion. El teorema demostrado tiene la siguiente interpre-
tacién geométrica. Si la funcién f (z) es creciente sobre el segmento
la, &), la linea tangente a Ia curva
y = f (x), en cada” punto del mismo,
forma con el eje Oz un éngulo agudo g,
o en algunos puntos, puede ser paralela
al eje. La tangente de este dngunlo no es
negativa: f* (z) = tg ¢ > 0 (fig. 97, a).

Si la funcién f (z) es decreciente sobre
el segmento [a, b] el dngulo de inclinacién
de la linea tangente serd obtuso (en
algunos puntos la linea tangente puede
ger paralela al eje Oz). La tangente del
Fie. 68 éngulo no es positiva (fig. 97,5).

e Del mismo modo se interpreta la

segunda parte del teorema., El teorema

permite juzgar sobre el crecimiento o decrecimiento de la funcitn
por el signo de su derivada,
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a gt

Ejemplo: Determinense los dominios de crecimento y
de la funcién

y=ai.
_Solueién. La derivada es y' = 4% y* > 0, e8 positiva para z = 0; es decir,
la funcién crece;
" == 0 es negativa, para z = 0, es decir, la funcién decrece (fig. 98).

§ 3. MAXIMO Y MINIMO DE LAS FUNCIONES

Definicién de miximo. Se dice que la funcién f(z) tiene un
mdzimo en el punto zy, si su valor es aqui mayor que en cualguier
otro punto x de cierto intervalo que comprende el punto z;. Es decir,
la funcién tiene un mdzimo en & = zy, si f (2, + Az) < [ (z,) para
todo walor de Az (positivo o negativo)
suficientemente pequefio en valor absoluto*.

Asi, por ejemplo, la funcién y = f (x),
cuya gréifica se expone en la figura 99,
tiene méximo cvando z = z,.

Definicion de minimo. Se dice que
la funcién f(x) tiene un minimo para
T = s 8i

¥

flzs + Bz) = f (22)

para cualquier valor de Az (positivo o
negativo) suficientemente pequefio en valor Fig. 59
absoluto (fig. 99).

Por ejemplo, la funcién y = 2%, examinada al final del pérrafo
anterior (véase fig. 98) tiene un minimo en z =0, ya que y = 0
cuando z = 0 e y = 0 para otros valores de z,

En relacién con estas definiciones de maximo y de minimo es
necesario prestar atencién a lo signiente:

1. La funcién definida en un segmento puede aléanzar su valor
maximo o minimo sélo en los puntos comprendidos dentro del seg-
mento considerado.

2, Serfa un error suponer que el miximo y el minimo de una
funcién son respectivamente el mayor y menor valor de la misma
en este segmento. En el punto del méximo, la funcién tiene el mayor
valor s6lo en comparacién con los valores que ésta tiene en los puntos
suficientemente préximos al punto del méximo. En el punto del
minimo, la funcién tiéne el menor valor sélo en comparacién con
los. valores que ésta tiene en los puntos suficientemente préximos
al punto del minimo.

ola Xy &

*) A veces, esta definicibn se enuncia asi: la funcién f (x) tiene un
mdzimo en el punto =, si existe una vecindad (a, B) del punto =z, (& <
<z < ?} tal que para todos los puntos de la misma distintos de =z, se
cumple la desigualdad f{z) < f (xy).
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En Ia fig. 100 se representa una funcién definida en el segmento
la, bl, que tiene:

méximo, cuando £ = 2, ¥ * = Z3,
minimo, cuando & = Ty ¥ £ = T,

pero el minimo de la funcién en z = z; es mayor que el mdximo en
z'= z;. Para r = b, el valor de la funcifn es mayor que cualquier
miximo de la funcién en el segmento
y considerado,
' * Los méaximos y loz minimos se
llaman valores eztremos de la funcibn.
Los valores extremos de la funcién y
su gituacién en el segmento [a, b] carac-
terizan en cierto modo la variacién de
la funcién en dependencia de la varia-
cién del argumento.
Més adelante indicaremos el modo
de calcular los valores extremos.

Teorema 1. (Condicién necesaria para
la existencia de un valor extremo).
§i la funcién derivable y = f (z) tiens un mdzime o un minimo
;n{el)punsa z = z,, su derivada en este punio-se reduce a cero, es decir,
x) = 0. X
Demostracitn. Supongamos que en el punto z = z; la funcibn
tiene un méximo. Entonces, para los incrementos Az (Az == 0),
suficientemente pequefios en valor absoluto, se verificara:

I (& +Az) << f (1),
f a4 Az) — £z} <O.

Pero en este caso, el signo de la razbn,

fley - Az) —f(zy)
ST o

ola % & &KX bx

Fig. 100

es decir,

- se determina por el de Az:

&”ﬁ%g:_ﬂfﬁl}ﬂ cuande Az<<0,

fm‘g—‘—ﬁfﬂ<o il Awri
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Conforme a la definicién de derivada, se tiene:

= lim [&1t A0 —F(z)
fed= Alzi-r:l [ Azx ’

Si la funci6n f (z) tiene derivada en z = zy, el limite del segundo
miembro no depende de como Az tiende a cero (permaneciendo

positivo o negativo).
Pero, si Az — 0, siendo negativo, resulta:

1" (=) > 0.
S8i Ax— 0, siendo positivo, se tiene:
Fla)<o.

Puesto que f’ (z;) es un nimero determinado que no depende
de la manera en que Az tiende a cero, las dos dltimas designaldades
serdn compatibles finicamente cuando

' {z) = 0.

Del mismo modo se demuestra el teorema, cuando se trata del
minimo de la funci6n.

Este teorema tieneel siguiente significado geométrico: si en los
puntos de maximo o de minimo la funcién f (z) tiene derivads, la
tangente a la curva y = f(z) en estos puntos serd
paralela al eje Ox. Efectivamente, si f' (z))=tg ¢=0, :
donde ¢ es el ingulo formado por la tangents y el eje yex?
Oz, se tiene que ¢ = 0 (fig. 99).

De este teorema se deduca, que st la funcién f (z)
tiene derivada para todos los valores consideradosdel argu-
mento %, ésta puede tener valores extremos (mdzimo 0 x
o minimeo) unicamenie en. los puntos en los que la
derivada se reduce a cero. La conclusién reciproca no
es cierta: wuna funcidn puede no tener mdzximo ni
mininio en el punto en que la derivada se anula. En
la ‘figura 99 se representa una funcién cuya derivada
se reduce a cero cuando z =xz;(la tangente es horizon- Fig. 101
tal); sin embargo, la funcién no tiene en este punto
méximo ni minimo. Andlogamente, la funcién y = a® (fig. 101)
tiene derivada igual a cero en z = 0:

(¥)em6 = (32%)2m0 = 0.
Pero en este punto la funcién no tiene méximo ni minimo. En efecto,

por muy cerca que se encuentre el punto z del punto 0, siempre se
verificard

<0 para z <0
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>0 para x>0

Hemos anelizado| el caso en que la funcién tiene derivada en
todos los puntos del segmento. ¢Y qué ocurre en los puntos donde
no existe la derivada? En los ejemplos que signen explicaremos.
que en los puntos donde la i6n no tiene derivada puede haber
méximo o minimo, pero puede dcurrir también que en éstos no
haya ni uno ni otro,

Ejemplo 1. La funcién y = | = |no tiene derivada en el punto 2 =0
(en esto punto la curva no tiene tangente determinada), pero en este punto

¥
yelxl

Fig. 102

la funcién dada admite un minimo; en efecto; y = 0 cuando z = 0, mientras
que para cualquier otro punto z, distinto de cero, tenemos y = 0 (fig. 102).

Fig. 108 Fig, 104

Ejemplo 2, La funcin y = (1 — :’J’l{'h no tiene derivada cuando r = 0,
ya que la bxpresién y’ = — (1—=z2/s)'/s z~1/s es igual al infinito cuando z =10,
no obstante, en este punto la funcién tiene méximo: f (0) = 4, f (2) <<1 para
z diferente de cero (fig. 103).

Ejemplo 3. La funcién y = ¥z no tiene derivada en 2 =0 (4" — o
cuando z — 0). En este punto la funcién no tiene ni médximo ni minimo puesto
que f{0) = 0; f(x) << 0 para x << 0; y f (z) > 0 para = > 0 (fig. 104).”

Asi pues, la funcién puede tener valores extremos solamente
en los puntos donde la derivada existe y es ignal a cero, o bien en
aquellos donde no existe la derivada,

Observemos que si la derivada no existe en cierto punto, pero
existe en los cercanos a éste, entonces la derivada tiene discontinui-
dad en dicho punto. :



Mixime y minime de las funciones 173

Los valores del argumento, en los que la derivada se reduce a cero
o tiene discontinuidad, se llaman valores o puntos criticos.

De lo anterior se deduce que no para todo valor critico la funcién
tiene méximo o minimo. Sin embargo, si en un punto la funcién
adniite un méximo o minimo, este punto es obligatoriamente critico,
Por esp, para hallar los valores extremos de la funcién, se procede
de la manera signiente: hallamos todos los puntos criticos y después
estudiamos cada uno de ellos aclarando, si hay o no en éstos un maxi-
mo o minimo de la funcién.

El anélisis de la funcién en los puntos criticos estd basado en los
teoremas signientes.

Teorema 2. (Condiciones sulicientes para la existencia de un
valor extremo). Supongamos que la funcién f (z) es continue sobre
cierto intervalo, al cual pertenece el puntocritice xy, y esderivable en cada
puntodel mismo {excepto, posiblemente, el mismo punto x,). Si, al pasar
por este punto de izquierda a derecha, el signo de la derivada cambia

smdsy a emenosy, enfonces la funcidn admite mdzimo en z = z,.
Si, al pasar por el punto zy, de izquierda a derecha, el signo de la
derivada cambia de¢ «menosy a smdsm, la funcidn admite un minimo en
este punto.

De modo que si:

a) { f () > 0 para = << z;
1" () < 0 para z >z,
en el punto z, la funcién tiene mdzimo;
b) {j’ (2} <O para z <<z
f (x) >0 para z > x4

en el punto z; la funcién tiene minimo, Hay que tener en cuenta que
las condiciones a) y b) deben cumplirse para todos los valores de z,
suficientemente cercanos al valor z;, es decir, deben cumplirse en
cada punto de la vecindad suficientemente pequeiia, del punto
critico xy.

Demostracion. Veamos primero el caso en que el signo de la
derivada cambia de «mdss» a «menoss, es decir que para todos los
puntos z, suficientemente préximos a'l punto x,, se tiene:

(x>0 para =<z,
f () <0 para z >z
Aplicando el teorema de Lagrange a la diferencia f (x) — f (z),
obtenemos:
F@) —flx) =f (8) (z — =),
donde £ es un punto comprendido entre z y ;.
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1) Sea z <z, entonces se tiene:
E<zy (>0 f{E—a)<0

¥y por tanto:

fla) = f (=) <0,
fl@) < (=) )

0 sed

2) Sea z = z,, entonces se ‘tiene:
E>a, (<0, fE@—z)<0
¥, por tanto:

fla) —f () <0,
f (@) < iz 2)
Las correlaciones (1) y (2) muestran que para todos los valores
de z, suficientemente cercanos a z;, los valores de la funcién son

menores que el valor de ésta en el punto ;. Por consiguiente, en este
punto la funcién f () tiene un méximo.

! 74

e
) nal XAp Xy ¥

0 sea

Fig. 105

4

N
Del modo anslogo se demuestra la segunda parte del teore-
ma, es decir, la condicién suficiente para el valor minimo.
La figura 105 nos ilustra claramente el sentido del teorema 2.
Supongamos que en el punto xz = z, tenemos f" (z) = 0, y que
en cada punte z, suficientemente cercano a x, se cumplen Jas
desigualdades: :
f{z) >0 para z<z,
§ (z)<<0 para x>z

Entonces, cuando z << z, la tangente a la curva forma con el
eje Oz un éngulo agudo, y la funcién crece; cuando = > z,, el dngulo
formado por la tangente y el eje Oz es obtuso, y la funcién decrece.
Cunando r = z,, la funcion creciente comienza a decrecer, es decir,
tiene un mdximo.
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Si enel punto z;tenemos f' (x,) = 0 y para todos los valores de
z, suficientemente cercanos a z; se cumplen las desigualdades:

F(x) =<0 para z<umz,
(x>0 para z> z,,

entonces, cuando x << 2., la tangente a la curva forma con el eje
Oz un angulo obtuso, y la funcién decrece; cuando z = z, el dngulo
formado por la tangente y el eje Oz es agudo y la funcion crece.
‘Cuando z = z;, la funcién decreciente pasa a ser creciente, es decir,.
tiene un minimo. ]

Si para z = z; tenemos /' (z;) = 0, y, para todos los. valores
de z, suficientemente cercanos a z; se cumplen las desigualdades:

f(®) >0 para x<<ay,
F(z)>0 para z>

entonces, la funcién es creciente tanto para z << x; como para z >
> %3, Por lo tanto, para = z; la funcién no tiene ni méximo ni
minimo.
Precisamente este es el caso de la funcidén y = z% cuando x = 0,
En efecto, la derivada y° = 32%, por tanto:

(y‘):=0 =0,
(f)eca =0,

t)>e =0,

lo que significa que en z = 0 la funcién no tiene maximo ni minimo
(fig. 101). ;

§ 4. ANALISIS DEL MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION DERIVABLE
MEDIANTE LA PRIMERA DERIVADA

Bagandonos en lo expuesto anteriormente podemos construir
el esquema para el andlisis de maximos y minimos de una funcién
derivable y = f (z):

1. Hallar la primera derivada f* (z) de la funcidn,

2. Hallar los valores criticos del argumento z, para lo cual es
necesario:

a) igualar a cero la primera derivada y encontrar las raices reales
de la ecuacién obtenida /" (z) = 0;

b) determinar los valores de 2 para los cuales la derivada /* (z)
es discontinua. .

3. Analizar el signo de la derivada a la izquierda y a la derecha
del punto critico. Puesto que el signo de la derivada permaneco
invariable en el-intervalo entre dos puntos criticos, entonces para
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estudiar el signo de la derivada en ambos lados del punto critico
(z2, por ejemplo) (fig. 105), serd suficiente determinar el signo de la
derivada en los puntos @ y P (zi << @ << ,, T2 << P << x5, donde
Iy ¥ z, son dos puntos criticos més préximos).

4. Calcular los valores de ]a funci6n f (z) para cada valor eritico
del argumento.

De este modo, llegamos al siguiente esquema de casos posibles;

Signos de la derivada /° {(x) al paﬁl por
sl punta critlca x: Waturaleza del punto critico
EEd - xes oy x> x

+ ' {z))=0 6 es discontinua - Punte de méximo

— 1 (z1)=0 & es discontinua + Punto de minimo

4 {' (z4) =0 6 es discontinua + No hey médximo ni mfipimo
(la funcién crece)

— f'(zy)=0 & es discontinua - No hay miximo ni minimo|
(la funcidn decrece)

Ejemplo {. Estadiense el méximo y el minimo de la funcidn
y=~£§--.-2s‘+3:+1..

Solucidn. 1) Hallamos la primera derivada:
v omal—dx 43,
2} Calewlamos las taices reales de la derivada:
22— 443 =-0
Por consiguiente, .
zy=1, za=3.
La derivada es continua en todos los puntos y por tanto no existen otros
puntos eriticos,
3) Analizamos los valores criticos y los resultados los llevamos a la fig. 106.
El primer punto critico es, 2y = 1. Como ' = (z — 1) (z — 3), resulta que:

pare x <1 se tiene: y'=(—)- (=) >0,
para x>>1 se tieme: y’ =(+)+ {—) <0

Esto quiere decir que al pasar (de izquierda a derecha) por el punto z =
ol signo de la derivada cambia de «mdss a vmenoss. Por tanto, en z = 1 ia fu
cidn tiena un miximo:

i,
-

7
(W)z=y -
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El segundo punto critico es zp=3
para z< 3 se tiene y’ =(+)-(—)< 0,
para >3 se tiene ' =(-)-(+)>0.

Esto significa que al pasar por el punto = = 3 el signo de la derivada cambia
de amenos» a emdss. Por tanto, en z = 3 la funcién tiene minimo:

(W)z=g=1.
Basdindonos en esto anflisis trazamos la grifica do la funcidn (fig. 106)
¥
y-{-"—zx’ﬁxﬂ
1 )
y=lr-pPE
ol 25 b
x
To KT " xm=d X
L
.
Fig. 106 Fig, 107

Ejemplo 2. Anaiicon_se los valores mximo y minimo de la funcifn
y=(z—1) V'
Solucién. 1) Hallamos la primera derivada:
T 2 ) 5z—2
e

2) Calculamos los valores ¢riticos del argumento: a) encontramos los puntos
en los que la derivada se uce a“cero:

2.
=1.=? '

b) encontramos los puntos en los cuales la derivada es discontinua (aquf la deri-

vada se reduce al infinito). De r._al punto sirve, evidentemente, el punto
Ty== 0.

(Obsérvese que cuando 2z = 0, la funcién estd definida y es continua).

127534
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¢

No existen mds puntos criticos, . y _
3) Analizamos la naturaleza de los puntos criticos obtenides, Veamos

primerp el pu.llto: Zy=—. Como
4 0, ' >0,
(") <g< () - 2>

deducimas que en z=% la funcién tiens un minimo. El valor de la fun-
cién en este punto es igual a

“"»=§’= (%‘“) )7%-=- -5 Va %

Veamos ahora el segundo punto criticn, #=0. Como
(Inx..:u >0, (U')a‘)l] <0,

deducimos que en £ = 0 la funcién tiene wn méximo, siendo (ylx—o=0. La
gréfica de la funclén analizada se expone en la figura 107.

§ 5. ANALISIS DEL MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION
MEDIANTE LA SEGUNDA DERIVADA

Supongamos.que en x = z; 1a derivada de la funcién y = f (z)
ge reduce a cero, es decir, /' (x,) = 0. Admitamos, ademds que existe
la segunda derivada, f* (z), y es continua sobre cierta vecindad del
punto x;. Para este caso es valido el siguiente teorema.

Teorema. Si [ (x) = 0, entonces en r = z, la funcin tiene
mdzimo cuando f* (z) << 0, y, ur minimo cuando f" (z,) >0,

Demostracion. Consideremos la primera parte del teorema

Supongamos que f* (z;) = 0y f* (z,) < 0, como, seglin la hip6-
tesis, /" (x) es continua en cierta vecindad del punto z — =z, entonces
existird evidentemente un segmento pequefio, que incluya el punto
z = x,, en todos los puntos del cual la segunda derivada f” (z) es
.negativa.

Puesto que f” (z) es la derivada de la primeéra derivada f* (z) —
= (' (x))’, de la condicién (f' (z))" << 0 se infiere que f (z) decrece
en ¢l segmento. que contiene el punto z = z (§ 2, cap. V). Pero
¥ (z;) = 0. Por consiguiente, en este segmento tenemos /' (z) > 0
cuando z << #,, v ' (z) << 0 cuando z > z,, es decir, el signo de la
“derivada f’ {(z) cambia de «més» a ¢menoss al pasar por el punto

“z = &y, lo que significa que en el punto z, la funcién f (z) admite
“un méximo. La primera parte del teorema queda demostrada.

Del mismo modo se demuestra la segunda parte: si f* (z,) > 0,
entonces f° (x) = 0 en todos los puntos del segmento mencionado
que incluye el punto zy; pero, en este caso, on el segmento dado,
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" (2) = (f () >0 y, por tanto, /' (z) crece. Como f' (z;) =0,
al pasar por el punto z,, el signo de la derivada /' (z) cambia de
«menos» a «mésy, es decir, la funcién f (z) tiene un minimo cuando

4.
Si en el punto. critico f* (z,) = 0, entonces en este punto puede
haber un maximo o un minimo, pero puede ocurrir que no exista
ni uno ni otro. En este caso hay que realizar el anélisis utilizando
el primer método (véase § 4, cap, V).
El resultado del anélisis de los valores extremos, mediante la
segunda derivada, puede ser representado por la tabla siguiente:

1" =) 7 (x1) Naturaleza del punto critico
0 - » Punto del mdxiro
Q -+ Punto del minimo
0 0 Desconocido

Ejemplo 1. Hallar el miximo y minimo de la funcién
y=2son z-}-cos 2 z.
= Soluci6n. Pueste que la funcién es periddica y tiene un perfodo de 2x,
es suficiente estudiarla en el segmento [0, 2n).
Hallamos la derivada

y'e=2c08z~ 23en2z=2 (laus z—2 sen 7 005 2) =2 cos z (1—2 sen z).

2) Calculamos los valores criticos del argumento:

2cosx(l—2sen2)=0,

n o, o S | 8
L il O e 3 I s

3) Hallamos 1a segunda derivada:
Y= —2senz—4cosls,
4} Analizamos la naturaleza de cada punto critico:

PN B
W), _n=—2g—dg=—30.

——

Por lo tanto, en el punto a,——-%u tenemos el maximo:
1 1 3
(y)pg=2-T+T=T'
Luego, "
V') a=—244+41=2>0.
x-?
{2¢
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. 3 .
Por consiguiente, en el punto #p=— tenemos el minimo

W_ g=24—t=t.
z
En el punto z‘,=--55£ tenemos:
1 i
W) & =—2-—z-—é-7———-3{0..

=T
Por tanto, para =3 =iﬁ“- la funcidn tiens el maximo:

8

x
: 5

1
==
(” 7 51;‘ 2 #

Finalmente
W) _ an= =2{—=1)—4(—1)=6>0.

=%

Consecuentemente, en el punto z; m‘—?- tenemos el minimo:
W) sg=2{—1)=—1=—3.
=T
La grafica de la funcién analizada se da en la fig. 108,

|y
2

Y=28en X +005 2%

Fig, 108

Mostremos ehora con ejemplos que sl f' (x)) = 0 y " (z) = 0,
en cierto punto z = zy la funcién f (z) puede tener un miximo o un
minimo en el mismo; pero, puede no haber ni uno ni otro.

Ejemplo 2. Analizar el miximo y el minimo de la funcién

y=1—az4,
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Solucién. 1) Fallemos los puntes criticos:
Y emmdz®,  —dzd=0, ==0.

2) Detérminemos-el signo de la segunda derivada do z=0:
Y= —122%, (Y x=0=0.

Por consiguiente, en este caso es imposible determinar la naturaleza
del punto critico con ayuda del signo da la segunda derivada.

g 'y
/_l.\\
[ x
g.;‘-xd
Fig, 109 Fig. 110

3) Investiguemos la naturaleza del punto critico wtilizando el primer
método (§ 4, cap. V)i
()0 >0 (3 )20 <0

Por tanto, cuando x=0, la funcidn tiene como maximo:
(#)emp=0.

La grifica de la funcién examinada se muestra en la fig. 109.

Ejemplo 3. Analizar el méxiwo y el minimo de la funcién

y=14,
Solueién. Mediante el segundo método, hallamos:
1) §r=B28, yP=Bo8=0, z=0; 2) y =308, (§)pg=0.
Por iguiente, el segund étodo no da la respuesta. Recurriendo al
primer método, obtenomos:
(U)nc0 <0 W)eng >0

Por tanto, cuando z==0 la fupcién tiene un minimo (fig. 110).

Ejemplo 4. Analizar el méximo y ¢l minimo de Ia funcién
y="{(x—4)%
Solueién. El segundo método 3
Y =3 (r—1)2, 3{z—1p=0, z=1;
P=6(z=1), . (¥)eey=0:
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En este caso el segundo método no da la respuesta. Utilizando el primer
método, hallameos:

(l");{l)on W‘)z}l >0.
Por tante, cuando =14, lu funcién no tiene miximo ni minime (fig. 111).

¥

y.;»”:

Fig. 111

§ 6. VALORES MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION
EN UN SEGMENTO

Sea y = f (z) una funcién continua en el segmento [, b]. Enton-
ces en este segmento la funcién alcanza su valor méximo (§ 10,
cap. II). Supongamos que en el segmento dado la funcifn f (z) tenga
un nidmero finito de puntos criticos. Si el valor miximo se alcanza
dentro del segmento [a, &), es evidente que este valor serd uno de los
méaximos de la funcién (si hay varios méximos), o sea, el miximo
mayor. Pero puede ocurrir que el valor méximo esalcanzableen uno
de los extremos del segmento.

Asf pues, en el segmento la, b] la funcién adquiere su. valor
méximo en uno de los extremos. del segmento dado, o bien en un
punto interior del mismo, el del valor méximo,

Lo mismo puede decirse sobre el valor minimo de la funcién:
éste es alcanzable en uno de los extremos del segmento, 0 en un punto
interior del mismo: en el punto del minimo. De lo dicho se infiere 1a
siguiente regla: para hallar el valor maximo de una funcién continua
en el segmento [a, bl, es preciso:

1) hallar todos los méaximos de la funcién en el segmento;

2) determinar los valores de la funcitn en los extremos del seg-
mento, es decir, caleular f (a) v f (b);

3) elegir el mayor valor de todos los wvalores obtenidos de la
funcién. Este representard el valor méximo de la funcifn en el seg-
mento. Del mismo modo se debe proceder al determinar el valor
minimo de la funcién en el segmento,
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Ejemplo. Determinar los valores méximo y minimo de la funclén

y=29—3+3 en ol segmento [ —3; -2-] .

Solucién. 4) Hallemos los méximes y minimos de la funcién en

el segmento [—3: -;—]
p' =821—38, 3?2 —=3=0, zy==l, Tp=—1,
Y =8z, (1M )gey =020
Por tanto, en el punto =1 hay vn minimo:

(Wami=1.
Luego
(1"x=mt=—60.
Por lo tanto, en el punto = —1 hay un méximo:
W)zm1=5.

2) Determinar los valores de la fupcidn en loa
axtremos del segmento;

w) e (Mx=ca= —15

o
z
De este modo, el valor méximo de la funcidn exami-
nada en el segmento [—3; ?] e8! (Pem-t=5 ¥ el

valor minimo es:
(Ws=-g=—15.
La grifica de la funcidn estd rep tada en la fig. 142,

Yextiatd

g
5

101X

15

Fig. 112

§ 7. APLICACION DE LA TEORIA DE MAXIMOS Y MINIMOS
DE LAS FUNCIONES A LA SOLUCION DE PROBLEMAS

La teoria de miximos y mfinimos permite regolver varios proble-
mas de geometria, mecdnica, ete. Analicemos algunca de ellos.

Problema 1. La distancia R = 04 (fig. 113) (en el vacio) que
cubre un-proyectil, lanzado con velocidad inicial v, desde una pieza
de artilleria que tiene un dngulo de elevacién ¢ respecto al horizonte,

se determina segin la férmula:

Re visen 2¢
-4
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(g es la aceleracién deé la gravedad). Determinar el édngulo @ con el
cual la distancia R resultari méixima, dada la velocidad inicial .

b =]
[ ¥ AX

Fig. 113

Soluci6én. La magnitud R es une funcién del dngulo variable .
Analicemos el maximo de esta funcién en el segmento 0 < @ 4—% 3

£=2v§c052:p_ 2"%0052“’:{} valor critico tpzu

dyp g g 4
'R _ _ 4vjsen2p, (d*R ) _ 4 <
dg’* g | \dg®/ _a g
Por tanto, para @ = % la funcién R tiene el maximo:
v
Po-z=%"

Los valores de la funcién A en los extremos del segmento [0; -g:]

son iguvales a:
(R)y=p=0, (R) _ a=0.
by
De este modo, el méiximo hallado es precisamente el mayor
valor de R.

Problema 2.'iQue dimensiones debe tener un cilindro para gue
sea minima su frea total S, dado el volumen z?

Solucién. Designando por r y kb el radio de la base del cilindro
y su altura, respectivamente, tendremos:
8§ = 2nr* + 2nrh.
Si el volumen del cilindro es conocido, % se expresa en funcion -
de r seg(n la férmula;
v = nrh,



Andlisiz de los valores mdzimo y minimo de una funcién 185

de donde
=2
nt
Sustituyendo la expresién de % en la férmula para S, obtenemos:
§=2nr* 4 2nr i,
art

0 sea
v
S= 2_(nr+-?)_.

Aqui, v es el nimero dado. Por consiguiente hemos representado
& como funcién de una variable independiente r. Hallemos el valor
minimo de esta funcién en el intervalo 0 < r << oo:

(). =o(or). >0

Por consiguiente, la funcién § tiene un minimo en el punio
r=ry Como lim § = oo y lim § = oo, es deeir, cuando r tiende

Fe=sl Febsa .
a cero o al infinito, el dren § crece infinitamente, lo que atestigua
que la funcién § tiene un valor minimo en el punto r = r,.
: LW v LAy
Pero, 8i r = “/,r ol resulta: k_ﬁi"2V§E_b'
Por tanto, para que el drea total S sea minima, dado el volumen
‘b, la altura del cilindro debe ser igual al didmetro de éste.

§ 8. ANALISIS DE LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO
DE UNA FUNCION MEDIANTE LA FORMULA DE TAYLOR

Como se ha indicado en el § 5, capitulo V, si en alglin punto
z = a tenemos [’ (a) = 0 y j" {(a) = 0, en éste puede haber un méaxi-
mo 0 un minimo, o bien no haya ni uno, ni otro. Hemos seialado
que para resolver el problema en el caso dado, se recomienda realizar
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el andligis mediante el prilmer método, es decir, estudiando el signe
de la primera derivada a la izquierda y a la derecha del punto z = a.
En este caso se puede también realizar el estudio mediante la
f6rmula de Taylor (§ 6, cap. IV).
Con el fin de generalizar el estudio supongamos que no slo
" (), sino todas las derivadas de la funcién f (z), hasta el orden
n — ésimo inclusive, se reducen a cero cuando z = a:

fla=r@=... ={"@=0, )

"0 @)=0.
Supongamos también que f (z) tiene derivadas continuas hasta
el orden (2 + 1) inclusive, en la vecindad del punto z = a,
Escribamos la férmula de Taylor para f (z), tomando en cuenta
lag igualdades (1):

_ (x_ a)n-H a4)
=f{a —
fl =1t +5—g PR @
donde £ es un nimero comprendido entre a y . Como jfin+D (z)
es continua en Ia vecindad del punto a y f¢*+1 (a) 5% 0, existird un
nimero positivo k tan pequeiioc que para todo z, que satisfaga la
desigualdad |z — a | <<h, se tenga fio+1) (z) == 0, Ademés, si
f=+1) (@) > 0, en todos los puntos del intervalo (a —k, a + k)
sgrd fnt0 (z) = 0; si fin+th) () << 0, en todos los puntos del intervale
mencionado f*+1} (z) serd negativa.
Escribamos la férmula (2) en la forma:

@—a)™" o
1)} — f (@) = ———
f@)—fa) (n+mf ® @
v examinemog diferentes casos particulares.

Primer caso: n es un ndmero impar.

a) Sea fint1) (g) << 0. Entonces existird tal intervalo (¢ — b,
a-+-k), en cada punto del cual la derivada de orden (n+-1) es negativa.
Siendo z un punto de este intervalo, & también se encontrard. entre
a — h vy a + h. Por consiguients, fn+1) (£) << 0. Puesto que n + 1
es un nimero par, entonces {z — a)"*! > 0 cvando z == a, y, por
eso, el segundo miembro de la férmula (2') es negativo.

Por consiguiente, cuando z =% a en todos los puntos del intervalo,
{@a —h, a + h) tenemos: =

f@—fla) <0,
lo qﬁe significa que la funci6n tiene un méxinio en el punto z = a.

Sea fint1) (a) = 0. Entonces, para un valor 2 suficientemente
pequefio tenemos fir+i) (E) = Oen todos los puntos z del intervalo

mientras que
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(@ — b, a 4+ k). Por tanto, el segundo miembro de la férmula (27)
serd positivo, es decir, cuando z 5~ 4, en todos los puntos del inter-

valo indicado seri:
flz) —f(e) >0,

lo que significa que la funcién tiene un minimo en el punto z = q.

Segundo easo: r es un nimero par.

El niimero n - 1 serd impar y la magnitud (x — @)"*+! tendrs
signos opuestos cuando z <Z a y z > a. Si & es suficientemente peque-
o en valor absoluto, la derivada de orden (7 -+ 1) en todos los demés.
puntos del intervalo (@ — &, @ 4 &) conserva el mismo signo que
en el punto a. Por consiguiente, f (z) — f (a) tiene signos diferentes
para z < a, y para z > a. Esto significa que en el punto 2 = a
10 existe méximo, ni minimo.

Observemos que, si n es par y f"+1 (a) > 0, entonces f (z) <
<<[(a) para x << a, y f(z) > f(a) para x >a. Pero si n es par
¥ f®* (a) < 0, entonces f (z) =1 (a) para z<a, y f (z) < f(a)
para = > a.

Se puede formular los resultados obtenidos del modo siguiente:
Cuando z = a, tenemos:

I'(@=1"@=...=1"(@)=0
y la primera derivada ft"+ (g), que no se anula, es de orden par
entonces en el punto a la funcién f (z) tiene un mdzimo, si f("+1) (g)<<
<< 0; la funcién f (=) tiene un minimo, si es fin+1) (g) > 0, Si la prime-
ra derivada f(*+1) (a), que no se anula, es la de orden impar, en el
punto a la funcién no tiene méximo, ni minimo. Ademds,
1 (z) crece, si f+1) (a) = 0;
f () decrece, si fint+1) (a) << 0.
Ejemplo. Analizar el miximo y el minimo de la funcién:
[ (x) =24 — 428 e Grt—fr -1,
Soluclén, Hallemos los valores criticos de la funcién
f' (2)=43% —1220 4 {27 = 4 (29— 3224 32— 1),
De la ecuacién
4i(z9—8224- 3z —1)=0
obtenemos el finico punto critico:
zaal
(ya riue la ecuacién dada tiene sélo una rafz real). .
continuacién estudiamos la naturaleza del punto erftico r = {1;
J7(z)= 1222~ 24z} 12=0 para z=1,
™ (z) =24r—24 =0 para z=A1,
¥V (2)=24 >0 para todo = cualquiera.

Por consiguiente, cuando z'= 1, la funcién £ (z) tiene un minimo.
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§ 9. CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD DE LA CURYA,
2 PUNTOS DE INFLEXION

Sea una curva plana y = [ (z) que representa la funcién f(z),
uniforme y derivable.

Definicién. Se dice que la cirva es convera hacia arriba en el
intervalo (a, B), si todos los puntos de la misma estén por debajo
de cualquier tangente a la curva en este intervalo.

Se dice que la curva es convera hacia abajo en el intervalo (b, ¢),
si todos los puntos de la misma estén situados por arriba de cualquier
tangente a la curva en este inteivalo,

¥

b e —

.7 B "R 1 TR

Fig. 114

La curva que tiene la convexidad hacia arriba se llama conveza,
igual que la curva que tiene la convexidad hacia abajo se denomina
céncava.

En la figura 114 se muestra una curva convexa en el intervalo
(e, b) y concava en el intervalo (b, ¢).

La direccién de la convexidad de la curva es una caracteristica
importante de su forma. A continuacion determinemos los criterios
segiin los cuales, durante el estudio de la funcién y = f (z), podemos
jnzgar:sobre la direccién de su convexidad en diferentes intervalos.

Demostremos el siguiente teorema. :

Teorema 1. Si la segunda derivada de la funcién f (z) es negative
en todos los puntos del intervalo (a, b), es decir, si f* (z) << 0, la curva
y=f (2} tiene su convexidad dirigida hacia urriba en este intervalo
(la curva es conveza).

Demostracién. Tomemos en el intervalo (a, b} un punto arbitra-
rio z = x, (fig. 114) ¥ tracemos una tangente a la curva en el punto
cuya abscisa es + = x;. El teorema quedard demostrado, si estable-
cemos que todos los puntos de la curva en el intervalo (e, &) estin
situados por debajo de la tangente, es decir, la ordenada de cualquier
punto de la curva y = f (z) es menor que la ordenada y de la tangen-
te, para un mismo valor de z.
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La ecuacién de la curva es:
y=1(2) 1)

La ecuacién de la tangente a la curva en el punto z = z; tiene
la forma: d

¥ — o) =1 (z) (z ~ 2)

o sea
¥=1{z) + f (zo) (z — zo). (2
De las ecuaciones. (1) y (2) se deduce que para un mismo valor de
# la diferencia de las ordenadas de la curva y de la tangente es igual a:

Y= G=f (@) — f (@) — F (&) (& — o)

Aplicando el teorema de Lagrange a la diferencia 7 (z) — f (),
obtenemoa:
y—p=1"(e) (z —xd) — f' (o) (z — o)

(donde ¢ se encuentra entre z, v z) o sea,

y—i=[f @~ @) — 2.
Apliquemos de nuevo el teorema de Lagrange a la expresién del
corchete:

v—i=f)e—m)@—=) 3

(donde ¢, se encuentra entre x, y c). .
Examinemos primero el caso, cuando z > 75, Aqui: z, < <<,
puesto que
T—2g>0, ¢ —z>0;
ademads, segin la condicidn:
" (&) <0,

de la ecuacidn (3) se deduce que y — 7 << 0.

Examinemos. ahora el caso cuando z << z,. Por ahora: z <e<<

<6 < &g, ¥ & — 29 <0, ¢ — x5 << 0. Puesto que, segin la condi-
ci6n,"f* (cg) << O, entonces de la igualdad (3) se deduce que:
y—y <0

Hemos comprobado que cualquier punto de la curva ests situado
por debajo de la tangente a la misma, cualesquiera que sean los
valores de = y g en el intervalo (g, 4). Esto significa que la curva
es convexa. Queda asi demostrado el teorema.

Del mismo modo se comprueba el teorema siguiente:
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Teorema 1", Si la segunda derivada de la funcién f (z) es positiva
en todos los puntos del intervalo (b, ¢), es decir, si f* (z) = 0, la curva
y = f (%) tiene su convexidad dirigida hacia abajo en este intervalo
(la curva es céncava).

Obzervacién. El significado geométrico de los teoremas 1 y 1"
puede ser interpretado de modo siguiente. Estudiemos la curva
y = { (=) que tiene su convexidad dirigida hacia arriba en el inter-
valo (g, b) (fig. 115). La derivada f' (z) es igual a la tangente de}

Y

Fig. 115 Fig. 116

éngulo « formado por la linea tangente a la curva y el eje Oz en el
pu:ilt.o dle abscisa z, es decir, f' (z) = tg . Por lo tanto f* (z) =
= [tg a]',.

Sif” (;:) << 0 para cualquier = en el intervalo (a, b), esto quiere
decir que tg o decrece a medida que erece =, Desde el punto de vista
geométrico estd claro que si tg a decrece a medida que crece x, enton-
ces la curva correspondiente serd convexa. El teorema 1 es la compro-
bacién analitica de esta deduccién. Del mismo modo se interpreta
peométricamente el teorema 17 (fig. 116).

Ejemplo 1. Determinar los intervalos de convexidad y de concavidad
de la curva dada por la ecuacién: « ’

y=2—2%

Soluei6n. La segunda dorivada es
p=—2<0

para cualquier valor de z. Por consiguiente, la convexidad de la curva estd
Si:igidn hacia arriba en todos los puntes (fig. 117).
Ejemplo 2. Una curva estd dada por la ecuacidn
y=e%
Puesto que:
Y= e® >0,

para todos log valores de =, la curva es céncava en todos los puntos, es decir,
su convexidad estd dirigida hacia abajo (Hg. 118). i
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Ejemplo 3. Una curva estd rep da por la i
y=zd,
Puesto que:
y* =6z
entoneea y* =< 0 para x <=0, e y" = 0 para z > 0. Por consiguicnte, la con-
vexidad do 1a cutva esté dirigiga hacia arriba cuando x < 0 y hacia abajo,
cuando = =0 (fig. 119). -

¥

Flg, 117 Fig. 118 Fig. 119

Definicion 2. El punto que en una curva continua separa la
parte convexa de la concava, se llama punto de inflexién de la curva.

Pig. 120 Fig. 121

En las figuras 119, 120 y 121 los puntos O, A y B son los puntos
de inflexién.

Es evidente que en el punto de inflexion la tangente corfa a la
curva de modo que a un lado del punto la curva estd situada por
debajo de la tangente, y al otro lado, por encima de ésta.

Establezcamos shora las condiciones suficientes para que el
punto dado de la curva sea el de inflexion.

Teorema 2. Sea y == f (z) la ecuacifn de una curva,

St f" (@) = 0, o " (a) no existe, y la derivada §* (z) cambia de
signo al pasar por el valor x = a, entonces, el punito de la curva de
abscisa x = a es el punto de inflexidn,
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Demostraci6n. 1) Sea f” (z) <~ 0 cuando z<<a, y " (z) >0,
cuando z > a. Entonces, para z<< a la curva es convexa y para
z = a es céncava. Por tanto, el punto 4 de la curva, de abscisa
z = @, es el punto de inflexidn (fig. 120).

2 8i f"(z) >0 cuando z<< b, y " (#) <0, cuando z > b,
entonces para z << b la curva es céncava y para z = b es convexa.
Por consiguiente el punto B de la curva de abscisa = = & es el punto
de inflexi6n (fig. 121).

Ejemplo 4. Determinar los puntos de inflexion y los intervalos de con-

vexidad y de concavidad de la curva
—xi

ye=e {eurva de Gauss).
Solucidn. 1) Hallemos las derivadas primera y segunda:
y= —2ze7%,
¥ =26~ (222 —1).

2) La derivada segundn existe en todos los puntos. Hallemos los valores
de r para los cuales p* = 0:

2675 (222 — {0,

POV . I
t Vet Y V2

3) Analicemos los valores obtenides:

para = <-—-—]-;E— , tenemos y* >0,
para x>—71§—. tenemos y" < 0.

La scgunda derivada cambia de signo al pasar por el punto zy, por tanto
para ¢l="*-.|’% en la curva hay un punto de inflexién. Sus coordenadas

son: (—-—-_I’—;—z_—. - i) i

para z<C ;_ , tenemos "< 0,

V2
1 .
pard x5 -—-—, tenemos y" >0
VI
Por consiguiente, para z;= 1:"5 on la curva también existe un punto

de inflexidn, cuyas coordenadas son: (71* v € E]. La existencia del

segundo punto do inflexién se deduce tamhién de la simetria de la cutve
respecto al ejo Oy. L
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4) De lo anterior se deduce que:

" para 4@{:‘{—-—_&_-:—!- la curva es cdncaya

para ——_L-:-,_? ' L. -1% la curva es convexa
para _&E < #< 400 la curva es concava.

5) De la expresién de la primera derivada .
y'= _2.",—1"

se deduce que: J
siz< 0, y* >0, es decir, la funcién crece;
siz >0, y' <0, es deeir, la funcidn decrece;
giz=0, y'=0.

En este punto la funcién tiene un méximo, o bien y=1.
Basindose en el estudio realizado es [icil comstruir la gréfica de la
curva (fig. 122).

Fig. 122

Ejemplo 5. Analizar los puntos de inflexién de la curva
p=zh,

Soluoi6n: 1) Hallemos la segunda derivada.

Y =1222,
2) Determinemos los puntos para los cuales y"=0:
1229 =0, 2=0.

3} Analicemos el valor obtenido de z=0:
8i 2<0, y" >0, 1a curva es cincava;
si = >0, y* > 0, la curva es céncava.

- Por consiguients, la curva no tiene gnnlos de inflexién (fig. 123).
Li]

Ejemplo 6. Analizar los puntos de inflexién de la curva
1

y=(z=1%

13—534
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Seolucién. 1) Hallemos las derivadas primera y segunda:

. ik
vege—t) % =2y i

2) La segunda derivada no se reduce a cero en ningln punto, pero tampoco
existe cuando £ =1, (y" = 4 ).
3) os el valor de = = 1: b

siz<{1, " >0, la curva es concava;
six>1, y" <0, la curva es convexa.

Por tanto, hay un punto de inflexién en =z = 1 que es punto (1;0).

g

yuxt

] X
Fig. 128 Fig. 124

Observemos que y’ = oo cuando z = 1, es decir, la tangente a la curva
en este punto es vertical (fig. 124).

§ 0. ASINTOTAS

Frecuentemente es preciso estudiar la forma de una curva y =
= f (z), y, por tanto, la variacién de la funcién correspondiente
cuando la abscisa y la ordenada de un punto variable de la curva,
juntas, o por separado fienden al infinito (segin la magnitud absolu-
ta). Aqui tiene especial importancia el caso en que la curva estu-
diada se aproxima indefinidamente a una recta, al tender el punto
desplazable de Ia curva hacia el infinito®.

Delinici6n. Si la distancia § entre una recta 4 y el punto despla-
zable M de la curva tiende a cero, mientras que el punto M tiende
al infinito, esta recta recibe el nombre de asfntofa de la curva
(figs. 125 y 126).

*) Se dice que el punto desplazable M se mueve a lo lagro de una curva
hacia infinito, si la distancia entre este punto y el origen de coordenadas crece
indefinidamente,
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Para estudios ulteriores vamos a distinguir las asintotas verticales
(paralelas al eje de ordenadas), de las oblicuas (no paralelas al eje
de ordenadas).

1. Asintotas verticales.
De la definicién de asintota se deduce que si lim f(z) = oo,
0

& lim f(x) = oo, 0 bien lim f (z) = oo, la recta z B a s la asintota
=

'] x—ra
de la curva y = f (z). Reciprocamente, si la recta z = a es upa
asintota, se cumple una de estas igualdades,

Fig. 125 | Flg 126

Por consiguiente, para determinar las asintotas verticales es
preciso encontrar talés valores de z = a que, al aproximarse a los
mismos, la funcién tienda al infinito. En este caso la recta x =a

gerfi-asintota vertical.
Ejemplo 1. La curva y—_—;—i-s tiene una asintota vertical z=5, puesto
que y—+co cuando =5 (fig. 127).

v

0
X
Fig. 127
Ejemplo 2. La curva y=tgz tiene infinidad de asintotas verticales:
ey M ax , __, Bm
"-—i?. :au:b-T, z-.:{:—ﬂ-—,

13+
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Esto se deduce de que tg z—-co, cuando = tiende & los valores % # %ﬂ . % yin A
n 3n bn .
o & los valores T g e (tig. 128).
¥

y=tgx

¥ /F E3 v

G {3 " X

MR

Fig. 128
1
Ejemplo 3. La curva y=¢" tiene una asintota vertical z=0, puesto
i

1] F=co (lig. 129).
q“mﬂuc oo (lig )

¥
g
ymet
; 7]
7 ¥/
Fig. 120 Fig. 130

H. Asintotas oblicuas,

Supongamos que la curva y = f (x) tiene una asintota oblicua,
cuya ecuacifn es:
y=kx+ b . [¢5]

Determinemos los ntimeros k& y & (fig. 130). Sea M (z, y) un
punto de la curva y ¥ (z, ¥), un punto de la asintota. La longitud
del segmento MP es ignal a la” distancia entre el punto M y la asin-
tota. Seglin la hipétesis

lim MP=0, @

x -
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Designando con @ el dngulo formado por la asintota y el eje Oz,
del ANMP hallamos:
NM=ME
cos ¢

Puesto que ¢ es un &ngulo invariable (dif.erente de —-) , segin

la igualdad anterior tememos:
lim NM=0. 2)

x = =
Reciprocamente, de la-igualdad (2°) se deduce la igualded (2). Pero
NM=|QM —QN|=ly—y|=I|f@) — (kx4 B)],
la igualdad (2') toma la forma:
]im [f(x} —kz — b]=0. (3)
Asf queyl si la recta (1) es una asintota, se cumple la igualdad
(3). Reciprocamente, si para k& y b constantes se cumple la igualdad

(3), la recta y = kz -~ b serd asintota.
Determinemos ahora & y b. Despejando z en la igualdad (3),

obtenemos: . )
lim alﬂi_k_ﬁ:r;_—_o,
x e oo x x

Puesto que z— -+ oo, debe cumplirse la igualdad
lim [ﬂ—k—3]=o.
x

- o0 &

Cuando & es constante, lim% = 0. Por tanto,

lim [ﬂ_k]=o,
x4 oo >
0 5ea
k= lim 1@ (%)
x
x =4 00

Conciendo k&, hallamos & de la igualdad (3):
b= “E [f (z) — k=] )]
2 =>4 00
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De suerte que si la recta y = kz -+ & es una asintota, entonces
k y b se encuentran segin las férmulas (4) y (5). Reciprocamente,
si existen los limites (4) y (5), se cumple la igualdad (3) ¥ la recta
y = kz ~- b es una asintota. Si uno de los limites (4} ¥ (5) no existe,
la curva no tiene asintota. :

Observemos que hemos estudiado el problema referente a Ia
figura 130, cuando z — +oo; sin embargo, todos los razonamientos
son vilidos también para el caso cuando z —» —oo,

Ejemplo 4. Hallar las asintotas de la curve
22—

-

Solucién: 1) Hallamos las asintotas verticalea:
cuando z——0, y—r-foo;

cugndo r—-40, y +—oo.

Por consiguiente, la recta r=0 es una asintota vertical.
2) Encontremos las asintotas oblicuas

i Ag2r—1_ 2 14
k= lim Lo g 221 g [1+?—?-]-=1.

X toa Tepdoo Xoskoo
eg deeir,
k=1,
T T
bes M [y—rl= lm [ZEE=L ]
X=+too X~ oo 1

= it [PEEAS ue [2~%]=2"
x—s+too z 2r 00 z
o bien,
be=2,
Por consiguiente, la recta y = z -+ 2 es una asfatata oblicua de la curva
dada. y 2 i
'dul‘nm eatudiar la disposicié tua de la asfntota y do la curva, examinemos
1a diferencia de las ordenadas de la curva y de la asintota para un mismo valor
de z:
23425 1
— et = —-.

La diferencia es negativa para z >> 0, y positiva para z << 0; por tanto
cuando 2 > 0, la curvasesté gituada debajo de la asintota, ¥y cuando z << 0,
encima de la asintota (fig. 131). .

Efemplo 5. Hallar las asintotas de la curva

y=e"%8en r-}-z.
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2alunid 1 3 :

)} Evi verticales.

g 1 te no
2) Las asintotas oblicuas serdn:

PREIETEON AT O Sl L ol M Y L’”!z-+i]={,
Xtfoo T zep-poo ® e ] 2

b= lim [¢~*senz+z—z]= lim eFsenz=0.
e ] Z-rt-o0

Por consiguiente, la recta
yw:
@8 una asintota oblicus para #— +co. La curva dada no tiene asintota
cuando z = —o . En efecto, no existe lim ey puesto que N sen z+41.
’ St & k3 =

Fig. 181

(Aqui, el primer sumando crece indefinidamente cuando z -+ — oo, ¥, por
tanto, no tiens limite).

§ 11. ESQUEMA GENERAL DEL ANALISIS DE FUNCIONES
i Y DE LA CONSTRUCCION DE GRAFICAS

El andlisis de funcionessereduce generalmente a la determinacién
de los siguientes elementos:

1) el dominio natural de definicién de la funcibn;

2) los puntos de discontinuidad de la funcién;

3) los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fumncifn;

4) los puntos de méximo y minimo, asi como los valores méximos
¥ minimos de la funcifn;
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5) los dominios de convexidad y concavidad de la grifica y los
puntos de inflexién;

6) las asintotas de la gréfica de Ia funcidn.

Este andlisis permite construir la grafica de la funcién (a veces
resulta més conveniente trazar los elementos de la grifica simulté-
neamente con el andlisis).

Observacién 1. Si la funci6n estudiadd y = f () es par, es decir,
es tal que el valor de la funcién no varia cuando el argumento cambia
de signo, es decir, si: '

f(—2) =7 (a)

serd suficiente analizar la funcién y construir su grafica sélo para
los valores positivos del argumento, pertenecientes al dominio de
definicién de la Funcién. Para los valores negativos del argumento
la grdfica de la funcién se construye teniendo en cuenta que una
funcién par tiene su grifica simétrica respecto al ¢je de ordenadas.

f I.'é.j}amplo 1. La funcién y == z? es par, puesto que (—z%) = (z)¥ (véase

Ejemplo 2, La funcién y = cos r es par, puesto que cos (—z) = cos (z)
(véaso fig. 16).

Observacién 2. Si la funcién y = f (z) es impar, es decir, que
la funcién cambia de signo cuando wvaria el argumento, o sea, si:

fl=x) ="—f(),
serd suficiente analizar la funcién para los valores positivos del
argumento. La gréfica de una funcién impar es simétrica respecto
al origen de coordenadas.

ﬁE]eﬁplo 8, La funcién y = z* es impar, puesto que (—z° = — z® (véa
g. 7).

Ejemple 4. La funcifn y = sen = es impar, puesto que sen (—z) =
== —gen = (véase fig. 15).

Observacién 3. Como el conocimiento de algunas propiedades
de una funcién permite hacer conclusiones sobre las otras, a veces
resulta conveniente elegir el orden del anélisis partiendo de las
particularidades de la funcién dada. Por ejemplo, si determinamos
que la funcién dada es continua y derivable, y encontramos los pun-
tos de méximo y minimo de la misma, quedan determinados también
los dominios de crecimiento y decrecimiento de la funcidn.

Ejemplo 5. Analizar la funeién,
x

Lt g

¥ construir su grifica.
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Solucién, 1) El deminio de definicién de la funeién es el intervalo
—o0 <" % = + co. Inmediatamente observamos que para z <0 tememos
p<0 para z >0 tenemos y > 0.

2) {-a funcién es continua en todos loz puntos.

3) Analicemos los maximos y minimos de la funcién pertiendo de la ecua-

{—z
¥V =gy =
Hallamos los puntos criticos
oy=—1, 2p=1.

Analicemos aliore la naturaleza de los puntos criticos:
cuando zy<{—1 tenemos y’ < 0;
cuando 7y >—1 tenemos y' >>0.
Por tanto, la funcién tieme un minimo cuande z = — {i:
Vmfa ™= (v)x-— g 0,5
De igual manera:
cnando <1 tenemos y* >0
cuando = >>1 tenemos y' < 0.
Por tanto, la funcién tiene un méximo euando z = 1
Ymax = (V)y=y =0.5.

4) Determi los pos de imi ¥ decrecimiento de la fun-
cidn:

—co< #< —1 tenemos y' < 0: la funcién dem&o:
cuando { —1 < <1 tenemos y' >0:1a funcidn crece;
1< < 400 tenemos y' < 0: la funcién decrece,
5y Determinemos los campos de convexidad y concavidad de la curva
v los puntos de inflexidén partiendo de la ecuacitn
. 2z (2 —=3)
V="grap =0
obtenemos:
2j=—TV3, z=0, =718
Estudiande y" como funcidn de z, encontramos que;
para —oo < z<—7/3 tonemos y* < 0: la curva es convexa;
para —V3< 20 tenemos y" >>0: la curva es cdéncava;
para 0< x< 1/§ tenemos y"<Z 0: la curva es convexa:
para 1/5( < 400 tenemos y* >0: la curva es concava.

Por tanto, el punto de coordenadas: z== —7/3, y=-—1;i/—§ , o3 el de
V3

inflexién, lo mismo que los puntos (0, 0) ¥ [‘I/.‘-l, T) .



202 Anélisis de la variacidn de las funclones

6) Hallemos las asintotas de la curva:
para z —>=—+oo tenemos y —0;
para z ——co tenemos y -0,

Por consigniente, la recta y = 0 es la Gnica asintota oblicua. La curva
no tiene asintotas verticales, eumo que no existe ningdn valor finito de x para
el cual la funcion tienda al infinito.

La grifica de la curva estudiada estd expuesta en la figura 132,
Ejemplo 6. Analizar la funcién

p=7J 2art—z
y construir su grafica.

. Fig. 182

Solucibn, 1) La funcién estd definida para todos los valores de =z.
2) La funcién es continua en todos los puntos.
3) Analicemos los maximos y los minimes de la funeidn:

. box—30 _ ha—3z
ViV iy 37z
La derivada existe en todos los p a excepeifn de los sigui

=0 ¥y 22=2a,
Analicemos los valores limites de la derivada para £ - — 0 y para z — + 0:
4a—3z 40—3z
——r——e £ e 1im e
xl.‘.'l’nav’s Vizagan eeto 37V @aToR e

ara z < 0 tenemos y' << 0, para z > 0 tenemos y’ = 0.
e Por tanto, la funcifn tiene un minimo cuando = = 0. El valor de la fun-
cifn en este punto es cero.

Estudiamos ahora la funcién en otro punte critico z; = 2a. 8j 2 - 2a,
la derivada también tiende al infinito. Sin embargo, en este caso, para
todos los valores dez préximos a 2a (tanto a la derecha eomo a la izquierda del
punto 2a), la derivada es negativa. En consecuencia, en este punto la funcién:
no tiene maximo, ni minimo. En el punto z; = 2a, como también en la pro-
xin;{dud de éate, la funcifn d . La & te a la curva en este punto as Ver-
tical.

Cuando zx:-:i—E In derivada se reduce a cero. Estudiemos la naturaleza

de este punto critico. Analizando le expresién de la primera derivada,
observemos que

para z < i;% tenemos y' >0, paraz >4—3-" tenemos y' << 0.
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Por tanto, la funcién tendré un méximo para .==%E:
2
Vmax="5 ¢ V.

4) Utilizando los resultados del andlisis efectundo obtenemos los campos
de crecimiento y d imiento de la funcid

para —oo <2< 0 la funcién decrece;

para 0< z < %‘3 la funcidn crece;

para %a{ <. 4co la funcién decrece.

5) Hallemos los campos de convexidad y concavidad de la curva
y puntos de inflexion: la segunda derivada
Bat
e
829 (2a—z)?

o s red a cero en ninghn punto. Sin embargo existen dos puntos en los
que la segunda derivada es discontinua: los puntos z; = 0 y z; = 2a.

Fig. 138

Investiguemos el signo de la segunda derivada en la proximidad de cada
uno do estos puntos: cuande r <=0 tenemos y° << 0, y la curva tiene su con-
vexidad dl'rl'%ldﬂ. hacia arriba;
cm‘nh‘:o x>0 tenemos p* << 0, y la curva tione su convexidad dirigida hacia
arriba. )

ujere decir que el punto de ahscisa z = 0 no es el punto de inflexién,

Cuando z <<'2a se tiene y” << 0, ¥ la curva tiene su convexidad dirigida
hacia arriba.

i Cuando z > 2a g tione y" >> 0, y la curva tiene su convexidad dirigida
cia- abajo.

Quiere decir que el punto (2a; 0) de la curva es el de inflexidn,
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6) Hallemos las asfntotas de la curva

3/ 3 o
v S 2028wz 2a
Y Tl Ve
26z x84 29 . 2a

e Fari—a8 o w2t
b x!il;l“[fzat' z+ﬂ‘=£:lwﬁa_ﬂ—zm —zV 2aa¥—z8 428 3

Por tanto, la recta

2a
p=— f+§
e3 una asintota oblicua de la curva
y=V Zazt—z5,

La grifica de la funeién estudiada se da en la fig. 133.

§ 12. ANALISIS DE LAS CURVAS DADAS
EN FORMA PARAMETRICA

Sea la curva dada por eenaciones paramétricas

z=g(t), }
1
y=1). @
En este caso el anilisis y la construccién de la curva se efectian
de manera aniloga a la que ha sido utilizada para la curva dada por
la ecuacién :
y=1().

Primeramente calculamos las derivadas:

dx 4

TRk (2), r
dy .

Ty W (8).

Para los puntos de la curva en la proximidad de los cuales ésta
girve de grifica de la funcién y = f (2}, calculamos la derivada

dy _ ¥ ()

= ==, @

dz  ¢'(1) ;

Encontremos los valores del parimetro ¢t = t;, £, ... 2 para

los cuales por lo menos una de las derivadas, ¢’(#) o ¥'(#), se reduce
a cero o tiene discontinuidad. (Tales valores de ¢ los llamaremos
criticos). Segln la férmula (3), determinemos el signo de la derivada
dy *

a @ cada uno de los intervalos (£, fg); (fas fai « .+ (fa-ts 28}
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¥, por tanto, en cada uno de los intervalos (24, z); (23, x3); - - .
v« {zy_1, xp) donde z; = g (1,). De esta manera quedan deter-
minados los dominios de crecimiento y decrecimiento. Esto da la
posibilidad de determinar la naturaleza de los puntos que correspon-
den & los valores del pardmetro ¢, #;, ..., tx. Luego calculamos:
Iy _vOo®—9 v @
dz* [v (OF
Esta férmula nos permite determinar la direccién de la con-
vexidad en cada punto de la curva., Para hallar las asintotas, encon-
tramos tales valores de ¢, en cuya proximidad una de las variables,
z o y, tienda al infinito y tales valores de ten cuya proximidadze y
tiendan al infinito. Después realizamos el estudio de la curva del
modo habitual. Mostremos con ejemplos algunas particularidade
del estudio de las curvas dadas en forma paramétrica.

Ejemplo 1. Analizar la curva dada por las ecuaciones

r=acosdt, {

) y=asondt. } L

Solueién. Los valores z o y estdn determinados para todos los valores

de t. Siendo periddicas las funciones cos® ¢ y sen® ¢ delgneriodo 27, sera sufi-

ciente considerar la variacién del parimetro ¢ en los limites de 0 hasta 2n.

El segmento [—a, a] es el dominio de definicién tanto para z como para y. Por
consiguiente, la curva estudiada no tiene asintotas. Hallemos ahora:

i—f: —3a cosit sent,
d (21
%23:1 sen? ¢ cos ¢,

Estas derivadas se reducen a cero, cuando =0, %, e -32“—. 2n, Deter-
winemos: 4 5 R ’

y a sond ¢ cos ¢ "

T Ticcodiseni— —B% @)

Tomando en consideracidn las férmulas (2/) y (3°) comp la tabla sigui

Slgoo Cargeter de va-
e rlacidén de .i'e"

Campo de Campo de varfa- Campo de varla-
vurluc{dn de ¢ b disnte

e “te de = &1on &d¥ ﬂﬂi“‘?m;
6{:<'—2‘ ez >0 0<<y<ae — | Decrece
g<:<n 0>z>—a a>y>0 -4 Crece

. p i
I —a < 0 O0>y>—a —_ Decrace

‘%"<=<2n o<z<a ~a<y<0 | + | Creco
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De la tabla se ded que las i (1") definen dos {unciones continuas
del tipo y = f (2); para 0 < ¢ < @ tenemos y > 0 (véanse dos Frimaroa renglo-
nes de la tahla), para n << t < 2n tenemos y << 0 (véanse loa tltimos renglones
de la tabla). Dé la férmula (3') se deduce:

dy
=

dy _
“:I:,l_' HZ=
P L
2z
En estos puntos la tangente a la curva es vertical. Hallemos ahora:
dy dy dy T
?:‘L-F"' FL.,;“O‘ i?L-z..""-

En estos puntos la tangente a la ¢urva es horizontel. Calculemos abora:

a2 1
: ﬁmﬁ costiend
De aqui se deduce: '
s (1]
e
para <t < =, la curva es concava
<o

para @ < t << 2 la curva es convexa.

Fig. 184

_ Los resultados obtenidos permiten construir una curva correspondiento
{fig. 134). Esta curva so llama astroide.
Ejemplo 2. Construir la curva dada por las ecuaciones (folio de Descartes)

3at 3as .
=1re VSIEE 5
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Solucibn. Estas dos funtiones estin definidas pars todus los valores
de ¢, & excepcién de f= —1, ademfs:

lim =

im
ter—i— n t+—=1-0

1—3_:—('5-——--1—09,' Hnlnv t»i—i?—u-‘a—:_‘:‘“=“m:
hl—i:ﬁ{-nzz i r-.-l—ﬁln-}-ny:-l.m'
Observemos ehora que
para t=0 es z==0, y=0,
_para t—>+4co0 es z=—>0, y—>0,
para t —>—cc es £ —>0, y—>0.

Hallemos %i ¥ 55— d" :
. 1
dr‘_“ (5"‘3) dy _ Bat(2—% i
¥ R T ) U+eE (2%)
Para ¢ -obt los sigui valores erir.icos
= —1, ta=0, fy= = Y,_ . {.E)/-
Hallemos ahora: v
' L
dy dit 1(2—18
L B SN : 7 @)
T 2(7-v)
Utilizando las férmulas (17), (2"), (3") componeros la tabla,
8lgno |Cardoter de varlp-]
Campn de Campo de vaclo- Campo de varlas g el
variaetgn de ¢ ﬂf,?emg?ep:n- EI%QEE‘DE?E:W g_;_ ru[nvuf':: {1':;:
—co<tL~1 0Lz 4o 0>y>—om — Decrece

—1<t L0 ——w(x<0 +o>p>0 — | Decrece
o<:<;;r§ 0<z<aVi | 0<y<aVZ | 4 | Croco

1 = =
ﬁ»{1<f§ aVi>z>aV2Z|apicy<ayil| — | Decrece
Vi<icte| a¥Z>z40 | aPi>y>0 | 4 | Crece

De la férmula (3") so deduce:

(%)r—u =4 “)I—u =

7=0) (=8
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Por tanto, la curva -pasa Eli-ar el origen de coordenadas dos veces: una vez,
con la tangente paralela el eje Oz y la otra, con la tangente paralela al

eje Oy.
Ahora: 4
¥
= =co.
( dr )‘ﬁ‘fE:
2
z=a3/%
i ]

En este punto la tangente a la curva es vertieal.
dy
() s
famal/Z
Paﬁ
En este punto la tangente a la curva es horizontal, Busquemos la asintota:

] 3a1® (14-19)

iR BT T

k= lim LB
Tt T

xr— {40

Bat (t4-1) 7 Jat
= lim —S_’m—L = 1 — =
[ 1 I-o—‘ln—ﬂ 1—t4 1% ¢

Por c.onxiguleul.eh recta y = — = — a &4 la asintota
de una rama de la eurva para

Fig. 185 g oo

el Jat
. b-ggh{y—kz)n lim [j__—+-t5 [—i}-——1+ls]=-

De igual manera ballemos:

k= Um L-=—1,
o T

b lm (y—kz)=—a.
K 00

Asf, la rocta y = — z — a es la asfntota también de la rama de la curva
para z — — co. i

Terminado el andlisis pod construir la curva (fig. 185).

Algunos problemas relacionados con el anilisis de las curvas serin estudia-
dos adicionalmente en el capitulo VILT, §20. +Puntos singulares de una curvas.

Efercielos para el capitulo V
Hallar los extremos de las funciones; 1. p=23—2z-}-3, Hespuesta:
Ygp =2 para z=1. 2. y=%—?—lﬁ+3§+i.ﬂe¢puu&u: vm”=% para z=1,
8, yp=8—9s24 152+ 3. Respuesta: yq, =10 para z=1, V= —22 para
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#=3. A y=—s442:% Hespuesta: ypg =1 para z==t1, =0 para

z= 0. 5. y=z4—B8224-2. Respuesta: y . =2 para =0, yp,=—14 para

T=o4 2. 6. y=3s0—1252% 4 2160x. Respuests: mix para 7= —4yz=3, min

para #==—3 y z=4. 7. y=2—(z—1)/3. Respuesia: y, ;=2 para z={,
1

72~-3z4-2
w4322 °
Respuesta: min para z="Y/Z, mix para z=—7Z. 10. U=E—_-214_-—=—}-

8. y=3—2(x+1}3. Respuesta: no hay mix ni min, 9. y=

Respuesta: méx para ,_1_5'_ 1. y=2e* 4 ¢~%, Respuesta: min para z= -—-l'lj.}% .

12, =_1§F' Respuesta; yq,=e¢ para =, 13. ye=cosztsenz (—-—f_:—q;
é-fé%) « Respuesta: ypq. = V2 para "“"'““E“' 14, y=senlz—z (----’-;-‘g

o <—’2:—) . Respuesta: méx para :z%., min para _:m—-'%—. 15, y=z+
-tgz. Respuesta: no hay mfx, ni min. 6. y=e* sen z. Respuesfa: min para
z~~2!m—T , Mix para :=2krr+-§—-n. 17, y==x4—_2024.2, Respuesta: méx
para z=0; dos minimos para 2= —1 y z=1. 18, y ={z—2)3(2z+1). Hespues-
10 Yoo~ —8,24 para z—%. 19, y.=a+-—;— anueata' min para £=1; mix

para T=—1. 20, y=22(a—z)>. Resplusm: v para = =0
méx = 6 2 i Ymin

para z==0 y pua z=a. 24. y_—+ .. Respuesta: mfx para a‘_-ib f
“+b-‘ 22. y=z+‘\/t—:. Rezpumu: Vmax= 5 para ::-2-'
Upnin=—1 para z=—1, 23. p=z VT—= (2 < 1). Respuesta: Vinax ™= ’/_

para fm%. 24, ng-in‘ Respuesta: min para z=—1, mix para z=1,

min pare =

25, y==xInz. Respuesta: min para =-=—:-. 26, y=zln?z. Respuesia: mix

para g=c E; min para £=1. 27. y=Inz—arctgz. Rnpn:su' Funcién va
creciondo, 28, y=sen8x—3senz. Respuesta: min para x——' mix para

x=~3T"" . 20, y=2ztFarctgs, Respuesta: no hay extromos. 30, y==senzcoslx,

Respuesta: min_para x--’z'—; dos méximos: para z=arccos .g_ ¥ para

z:—;::::.o:)('— V’g-) - 3{.{&::;)@1: {sen z) Respuesta: méx para z=
n, " n
— min para z —_—

I4—534
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Hallar los walores méximos y minl de las funci on los seg 0s
indicados:
32, y=—3s0-Ba2 =1 (—2Cxr < 2)." Respuesta: Y., =2 para =41,

l"mlnﬂ—zﬁ' para r=- 2.
33 —--ﬁ—?.t"‘+3:+il—1.éx€5 Beapuesta: -=E A re=l
. = £ ). puestas Yo e 3 para- Te=§,
B
= para z=—1{.
34, y=;—-+—i[0§z<6}, Respuesta: ym.“ﬂ'f.s para ze=d, g e

Ymin

para z#=0, 35, y=sendz—=zx (—%Q:é%). Respuesta: ym“a% para

m o n
TZ =g Upgp™— 5 PATd Ty

36. Con una hojalata cuadrada de lado a es preciso bacer un cajén abierto
or arriba que tenga ¢l volumen méximo. Se recortan cuadrados en los dngulo:
e la hojalata y se dobla ésta para formar el cajén. ¢Cuél debe ser la longitud

del lado de los cuadrades cortados? '

Respuesta: a/B.
37. Demostrar que de todos los rectéogulos que puedan inscribirse

on un cireulo dado el cuadrado tiene ol drea méxima. Demostrar que el cuadrado
tendrd también el perimetro miximo.

38, Demostrar que de todes los tridngulos isGaceles inscritos en un circulo
dado un tridngulo equilitero tendréd el perimetro miximo.

39. Hallar un trigngulo rectangular del érea mixima cuya hipotenusa
es h, Respuesta; In longitud de cada cateto es igual a b/ /2,

40, Hallar la altura do un cilindro resto de volumen méximo inscrito
en una esfera de radio H. =

Regpuesta: la altora es igual a 2R/ V3. iz

41, Hallar la altura de un cilindro recto que tenga la superficie lateral mi-
xima, inscrito en una esfera de radio R. Respuesta: la altura es igual a R /30

42. Hallar la altura de un cono recto de volumen minimo, circunserito
alrededor de una esfera do radio R. HRespuesta: la sltura es igual a' 4R (el

volumen del ¢ono es ignol a dos volimenes de la esfera).

43. El interior de un recipients con el fondo cuadrado y ablerto por arriba
debe revestirse con plomo. Si el volumen del recipiente es igual a 32 ht,_;cu‘ﬁlu
dehen ser sus dimensiones para gquo sea minima la cantidad de plomo?

Respuesta: 1a altura es 0,2 m; el lado de la base es 0,4 m (es decir, el lado

de la base debe ser dos veces mayer gue la altura).
&k, Un techador quiero fabricar un canalén abierto de eapacidad mixima.
‘Bi:fondo y los costados del canalén deben ser de 10 em de ancho, ademds los
¢astados han de estnr igualments inclinados resp al fondo. ¢Cudl debe ser
1 anchura del canalén por arriba?

Respuesta: 20 cm. i
45, Demostrar que un pabellén cénico de capacidad dada requiere una

tidad minima do tela do su altura es V2 veces mayor que el radio de la

46. Hace falta fabricar un cilindro asbierto por arriba, cuyas paredes
y el fondo tengan un espesor dado. (Cudles deben ser lag dimensiones del ¢ilindro
para que, dada la capacidad, gea minima la cantidad de material utilizado?
Raspuesta: Si R es ol radlo interior de la base y v, el volumen interiop

dal cilindro, entonces: R = ¥/ v/,

s
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47. Es prociso fabricar una caldera, compuesta de un cilindro y dos fondos
semiesféricos, con paredes de espesor comstante, de modo que con el volumen
dado v tenga uma superficie exterior minima. k

Respuesta: la caldera debe tener la forma de una esfera con radio inte-
rior R, igual a 3/ 3vfax. i

48. Construir un trapecio isdsceles que, dada el drea S, tenga un porimetro
minimo; el dngulo en la base del trapecio es a. Hespucsta: el largo del lado late-
ral es igual & /S/sen .

49. Inscribir en una esfera de radio R un prisma triangular regular de
volumen miximo. VE

Respuesta: la altura del prisma es igual a 2R/ /3.

SO.P:"f ibir alrededor de una iesfera de radio R un cono de volu-
men minimo; el plano de la base del cono coincide con el de la base de la semies-
fera; hallar la altura del cono. il

Respuesta: la altura del cono es i%ual a R V3. ]

51, Circunscribir alrededor de in cilindro de radio r un cono recto de volu~
men minimo; suponiende que coinciden los planos y los centros de las bases
circulares del cilindro y del cono. Respueste: el radio de la base del cono

ir r
es ‘ignal a 5

§2. Cortar un segmento de una hoja circular do radio R. Este segmento
dobe ser tal que al enrollarlo se obtenga un embudo de capacidad méxima.
Respuesta: el-dngulo central del' segmento. os igual a 2z /273,

_53. Hallar el ¢ilindro del volumen méximo entre todos los cilindros redon-
dos inscritos en un cubo dado con arista a de tal modo que sus sjes coincidan con
la diagonal del cubo y las circunferencias de las bases toquen las caras del
mismo. Respuesta: la altura del cilindro es igual a a /373, el radio de la base
s i%ua] a a/ /6.

4. Sea dado un punto (x5, yo) quese halla en ¢l primer cuadrante en el sis-
tema rectangular de coordenadas. Trazar por este punto una recta, de manera
gua forme un tridngole de drea minima con las direcci positivas de los ejes

e coordenadas.
Respuesta: la recta corta en los ejes los segmentos: 2z, y 2y, es decir, tiens

. x u
la ecuacién 3T+zlfnj= 1.

)

55. Sea dado un punto, en el ejo de la pardbola y? == 2pz a la distancia
ﬂa gel vértice. Hallar la abscisa del punto de la curva mis préximo al punte

ado.

Respuesta: z= a — p.

56. La solidez de una barra de seccién rectangular es directamento pro-
porcional a la anchura y al cubo de altura. Hallar el ancho dola barra de méxima
solidez que podria ser cortada de un tronco de madera de 16 em de difmetro.

Respuesta: la anchura es igual a 8 cm,

57. Un torpedero so encuentra anclade a 9 km del punto mis préximo
de la‘costa. Es preciso enviar un mensajerc a un campamento militar situado
a 15 km del punto de la tierra més préximo al torpedero, contando a lo largo de la
costa; el mensajero, andandd a pie hace § lun{horn y remando, 4 km/hora.

{En qué punto de la costa debo d se el jero para llegar
al campamento en el tiompo minimo posible?

Respuesta: A 8 km del campamento.

58. Un punto se desplaza por wn plane en un medio, dispuesto fuera
de la linea MA, a la velocidad v, y por la linea MA, con la o, 2

iQue camino debe pasar el punto para desplazarse de la posicién A a la &8,
situada en la linea MA, en un tiempo minimo? La distancia entre ¢l punto

: 14
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A Yinh linea M N ¢s igual a h; la distacia ontre la proyeccion « del punto A sobre
la linga MW, y, el punto B es igual a a.

Respuesta: 5i ACB es el trayocto del punto, tenémos:

“;I,‘*C"% cuando %z—:):—;, y aC=aB, cuando %{{é—.

59. Unac w se aleva mediante una palanca, siendo F la fuerza aplicada
a un extremo de ésta; 6l punto de uYﬂyo se encuentra en el otro extremo de la mis-
ma. 8i la carga estd colgada en el punto que se halla a la distancia ¢ cm del
do apoyo y cada centimetro lineal de la palanca pesa v gramos ¢eudl debe ser
I&ilol;gl?l.u de la palanca para que la fuerza necesaria para elevar la carga sea
minima’

Hespuesta: z= ")/ Za wfv em.

80, Realizadas » mediciones de una magnitud incdgnita z, se han obtenido
las lecturas: =y, =3, . . ., Tn. Demostrar que la suma de los cuadrados de los
errores (z — r)¥ + (z — 2309 4 . . . .4(z — 25)* serd la minima, si se toma
por z ol nimero (z; - z3+ ... zy)fn. .

61, Para disminuir cuanto sea posible la friceién del liquido contra las
paredes de un canal, el drea mojada por el agua debe ser minima. Demostrar
que la mejor forma del canal rectansulnr abierto de drea dada de seccién trans-
versal, es aquélla en gue ol ancho del canal es. dos veces mayor gue su altura..

lar los puntos de inflexidn, los intervalos de convexidad y concavidad
de las curvas.

62, y = =5 Respuesta: para x <=0, la curva es convexa, es cincava
para z = 0; hay punto de inflexién para z = 0.

3. y = 1 — 2. Respuesta: La curva es convexa en tedos los puntos.

?.‘- y=z%— 32 — 9z + 9. Hespuesta: hay punto de inflexién parn
X = 1.

85, yp = (z — b)%, Respuesta: hay punto de inflexién para z = b.
66. y = z% Respueeta: la curva es cdncava en todos los puntos.

67. y:;—{ﬁ. Respuesta: hay punto de inflexion para :=:’:ﬁ.

68, y=tgz. Hespuesta: hay punto de inflexién para x=nmx,

69, §=x§‘=. Respuesta: hay punto de inﬂuiﬁnp;nrn z=2.

70. y=a—) z—b. Respuesta: hay punto de inflexién para r=b.

. y=a—y (z—b)S. Reapuesta: Ia curva no tiene el punto.de inflexitn.

Hallar las asintotas de las curvas siguientes: "

i o

72. v=r—z- Respuesta: z=1;, y=0. 73. y=m. fl'e.:pluala-: T — 2
p=0. 74, y=¢+—(;-¥§ﬁ'—. Respuesta; z=b, y=c. 75. y'-—a;— {. Respuesta:
2=0; yp=0. 76. y=Inz. Respuesta: z=0. 7T. y‘nﬂﬂ-};ﬂ‘ Respuesta:
g=2+2 T8 yd=a%—z3 Respuesta: y+z=0. T y.’-_-sz'_;. Hespuesta:
z=2a. 80. y¥(z—28)=2x3—a3. Respuesta: z=2a, y=== (z4a),

An.ll.inf-11 las funciones y construir sus gréficfay: :

i Lol
8f. y—28—22410. 82, w-;%fm. 8. ym=e % 84 ymoio

¥ :]
-é—;‘-‘f. 88. F==.—=_—1‘ 87, vm-:?-l‘—z. 38- :.r=r3_-—=,89. u’wt_a—l‘ 90. Y=

3, o S z—1
-K’;i-m.y=;?’=c-+2. 92 y=2r—P B11.93, y= |/_ ;q_—i-ﬁ. —

85, y=
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95, y=x2"* 96, y—z—In(z41). 9. y=In(?-1). 98 y=—sen3z.
99, y==xtsenz. 100. y=rsenz., 10i. p=eTsenz, 102 y=—=Insen=z.

= {3
_In= I ol =18, Te=a (t—2ent),
103, y=="2. 104, { ymde 105 { T 106. {y=0{1~—m‘ﬂ-
107, zau:wst.
A y=ae* seni.
Probl plementarios

Hallar las asintotas de las lineas:
108, y=1_t‘. Respuesta: z==—1; ye=g=—1. 109, y==z-42~% Respuesta’
v==. 110. 2y (z+1)8 =23, Respuesta: = —1; nr=-1—=—i. i, 2=ad—z2,
Respuesta: x4 p=0. 112. y=e"2%zenz. Respuesta; y=10, 118, y = =sen 2z4-z.
" Respuesta: y==z. 114. y==zln (e-l-? . Respuesta: ‘—_‘-‘:T; y-——z-l-—:-.

" 1
115, y=2¢", Respuesta: =0, y=z. 116, ==12‘I : y-i-fﬁ. Respuesta:
i 1
Y=kga——a,

Estidiense las funciones y constriyanse sus gréficas: )
17, y=|=z|. 148, y=In|z ] 19, 2 =523—=z, 120. y=(z 1) (z—2). 121, y=

=r4|z| 122 y=P TT—z. 123, y=22Vz 1. 124 y=—-—Inz 125 y=
z2 1 1

=—2-Inz; 126. V=Fz—- 127. y=1§;. 128, y-:-_g—%. 129, y==zlInaz.

190, o= " —, 131, y=sen2e|. 132. y="0%. 1388, y=zarctgz. 134 y=

=z—2arctgz. 135, y=e**gen3r. 136, y=|senz|+z. 137, y=sen(s?).

138, y=rcos¥z-lsendz 139, v==+2|xl_ 140, :_2"1. 11, y=

—sen (ZHfEL) _ElEl (o, iz ymcos (==fa) bial

(-—.2"-<z41) LS. Y=t Bat]2]) 1. 144, Y=g Bla—1)4|z—1 [1+1
O<z<2).




CAPITULO VI

CURVATURA DE UNA CURVA

§ 1. LONGITUD DEL ARCO ¥ SU DERIVADA

Supongamos que un arco de la curva MyM (fig. 136) sea la grifi-
ca de la funcién y = f (), definida en el intervalo (a, b). Determine-
mos la longitud del arco de la curva. Tomemos en la curva 4B los
puntos My, M,, M, ..., M-, M, . M.y, M. Uniendo
con rectas los punios tomados, obtenemos una linea quebrada

M
", L
Mp.t
M
Fig. 136
MMM, ... M_M; ... M, M, inscrita en el arco Myh.

Designemos por P, la longitud de esta linea quebrada.

El limite (lo indiquemos con s), al cual tiende la longitnd de la
linea quebrada cuando tiende a cero 1a longitud del segmento mis
grande M. M; se llama la longitud del arco MyM, si este limite
existe y no depende de la eleccién de los puntos en la linea quebrada
MMM, ... MM, ... My M. Observamos que la definicién
de la longitud del arco de una curva arbitraria es andloga a la de
longitud de una circunferencia,

En el capitulo XII demostraremos que, si en el segmento la, 4]
la funcién f (z) y su derivada f* (x) son continuas el arco de la curva
¥ = f (), comprendido entre los puntos {a;f (a)] ¥ 1b; f (b)], tiene
una longitud bien determinada. En el mismo capitulo se demostrard
el modo de calcular esta longitud. También serd establecido (como
“corolaric) que en las condiciones dadas la razén de la longitud de
cualguier arco de esta curva a la longitud de la cuerda respectiva
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tiende a 1, cuando la longitud de cuerda tiende a 0:
————
lim long. MM i
MoM =0 long., MM

"Este teorema puede ser ficilmente comprobado para la circun- -
ferencia®, sin embargo, en el caso genersl, lo tomaremos ahora sin

1.

demostracion.

Estudiemos el problema siguiente. Sea y = f (z).la ecuacifén de
wna curva en un plano,

Sea M, (zo, yo) un punto fijo de la curva, y M (x, y), un
punte desplazable de la misma. Designemos por s la longitud del -
arco MoM (fig. 138).

Ko X Xedx

Fig. 137 Fig. 138

Al variar la abscisa = del punto M varia también la longitud
s del arco, es decir, s es una funcién de z. Calculemos la derivada
s con respecto a .

Daremos a z un incremento Az. Entonces el arco s recibird un

incremento Az=long. MDM,. Sea MM, la cuerda de este arco. Para

determinar lim A" procedamos de la manera siguiente: del tridngulo
Ax=l)

AMMQ encontramos:
M (Az) -+ (Ay)*.
Multipliquemos y dividamos por As® el primer miembro:

(@T A == (A2 + (A

*) Consideremos el arco 4, cuyo dngulo central es lgual a 2« (fig, 137).

La longitud de este arco es igusl a 27z (R es el radio de la circunferencia)
¥ la de su cuerda es igual a 28 senc. Por eso:
lung..na i 2Ra

ash long. AB g0 2REena =t
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Dividamos por Az® todos los términos de la igualdad:

(o) (G~

Encontremos los limites de los miembros priniero y segundo cuan-

do Az — 0. Teniendo én cuenta que lim Ay 1ylim L.
m‘_‘ﬂ As Ax=pl) Az

_dy L dey? dyy?

=g+ obtenemos: (2} = 4+ ()

o sea

Obtenemos la siguiente expresion para la diferencial de un arco:
ds= ]/1 + (d—*")zdé 2y
dz

ds="Vdz*+ dy". 2)

Hemos obtenido la expresién de la diferencial de la longitud
de un arco cuando la curva se da por la ecuacién y = f (z). Sin
embargo, la féirmula (2') es vilida también cuando la curva se repre-
senta mediante ecuaciones paramétricas,

Si lad ecuaciones paramétricas de la curva son:

z=gqfl), y=1v(@),

dz = ¢ (Hdt, dy =1 (1)de
y la expresién (2°) toma la forma ds =V [o" @FF + [y (OF dz.

o bien*

entonces:

§ 2. CURVATURA

Uno de los elementos que caracterizap la forma de una curva
es el grado de su curvatura. Supongamos que existe una curva gue
no se corta y tiene una tangente bien determinada en cada uno de
sus puntos. Tracemos las tangentes a la curva en dos puntos arbitra-
rios A y B, y designemos por @ el dngulo formado por estas tangentes

*) Razonando estrictamente, la formula (2°) es vélida s6lo cuando dz > 0.
Si dr < O, entonces dz = — }/dz*+dy®. Por eso, en general, serd mds justo
etcriblr esta f6rmula del modo eiguiente: |ds | = V@2 + dyb.
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o (con mayor exactitud), el dngulo de giro de la tangente cuando
ésta pasa del punto 4 al punto B (fig. 139). Este angulo se llama
dngulo de contingencia del arco AB. De los dos arcos de una misma
longitud, serd el méds encorvado el que tieme mayor 4ngulo de
contingencia (fig. 139, 140).

Por otra parte, es evidente que no s¢ puede determinar el grado
de curvatura de los arcos de diferente longitud considerando sélo

A

Fig. 189 Fig. 140 Fig. 141

sus angulos de contingencia. Por comsiguiente, la caracteristica
completa de la curvatura de una curva serd la razén del dngulo de
contingencia a la longitud del arco correspondiente.

Definicién 1. La razén del dngulo de contingencia correspon-
diente .@ respecto a la longitud del arco se llama curvatura media

Kinea del arco AB: Km-,dzﬁ.

La curvatura media de diferentes arcos (partes) de una curva
puede ser diferente. Asi, por ejemplo, la curvatura media de los

Arcos AB ¥ 418, de la curva expuesta en la figura 141 es diferente,
aunque las longitudes de estos arcos son iguales. Mas afin su grado
de curvatura varia de un punte al otro. Para caracterizarel grado de
curvatura de la curva dada en la proximidad inmediata del punto A4,
introduzcamos la noeién de curvatura de la curva en el punto dado.

Definicion 2. El limite de la curvatura media del arco AR,
cuando la longitud del mismo tiende a cero {es decir, cuando el
punto B se aproxima* al punto A4) se Hama curvatura K, de la curva
en el punto dado A:

Ky= 1im Kipog = Hm —2:__-—.
B=+A A-B"*I?AB

*) Se supone que ¢l valor del limite mo dopende de la direceién en que
8o toma en la curva el punto desplazable B respecto al punto 4.

-
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Ejemplo. Para una fecencia do radio r: i) determinar 1h curvatura

media del arco ;:E, correspondiento al dngulo central e (fig. 142); 2) deter-
minar la curvatura en el punto A.

Fig, 142

Solucidn: 1) Es evidente que el ingulo de contingencia del arco AB os igual
a o y la longitud del arco es igual a ar. Por tanto:

@&
Kmea=55
O Sea
1
Kmea=—-

2) La curvatura en el punto 4 es igusl a

Asi pues, la curvatura media del arco do una éircunferencia de radio r
no depende de la lopgitud y posicién del arco; para todos los arces es

igual a --. La curvatura de la circunferencia en un punto cualquiera tam-

poco depende de la posicidén del punto y es igual a —:- %

Observacién. Notemos que la curvatura de una curva arbitraria
puede, generalmente, varlar de un punto al otrd, como lo veremos
més abajo.

§ 3. CALCULO DE LA CURVATURA

Deduzeamos la férmula para calcular la curvatura de una curva
en ¢ada uno de sus puntos M (z, y). Supongamos que la curva estd
dada en el sistema de coordenadas rectangulares por la ecuacién:

y =1, oy
y que la funcién f («) tiene la segunda derivada continua.

Tracemos las tangentes a la curva en los puntos M y My, cuyas
abscisas son z ¥y z -+ Ax, respectivamente, y designemos  con @
v ¢ -+ Ap los éngulos formados por estas tangentes y el eje Oz
(fig. 143).
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Designemos por s la longitud del arco My, calculado a partir
de un punto dado My. Entonces As = MyM; — MM y|As| = ME,.
Como se ve en la figura 143, el 4ngulo de contingencia que co-

rresponde al arco MM, es igual al valor absoluto* de la diferencia -
entre los angulos ¢ y ¢ -+ Ag, es decir, es igual a | Ag |.

Fig. 143

Conforme a la definicién de la curvatura media de una curva en
el segmento MM;, tenemos:

. 32[
Ko = | As| as |

Para determinar la curvatura en el punto M es preciso hallar el
- ——
limite de esta expresién cuando la longitud del arco MM, tiende
a cero; . '
Ag

K= lim

La =+ 0

Puesto que ¢ y s dependen de = (son funciones de z), entonces,
¢ se puede considerar como una funcién de 5 y suponer que esta
funcion se ha dado por las ecuaciones paramétricas mediante el
parametro z. En este caso:

¥, por tanto,

K=|ZL|. @

*) Es evidente que para la curva dada en la figura 143 | Ag | = Aq,
pussto que Ag == 0.
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Para calcular %‘:’- utilicemos la férmula de derivacion de funciones
paramétricas:

Iy
ds

#le|vls

Para expresar la derivada %% a iravés de la funcién y = f (2),

observemos que tg ¢ = g'% ¥, por tanto,

dy
o=naretg .
Derivando la Gltima igualdad con respecto a z tenemos:
i
de __ dif

(@

Para 1a derivada s%. hemos encontrado en el § 1, cap. VI,

De donde
&y
do
dy ayY &y
w e @) =
= =

EECEATE

¥, dado K—l-—"—’

, obtenemos en definitiva:

2

zmﬂm. @
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Por consiguiente, en cualguier punto de la curva, donde existe
¥ es continua Ja segunda derivada g}; se puede calcular la curvatura,

utilizando la férmula (3). Observemos que caleulando la curvatura
de una curva, conviene tomar sélo el valor aritmético (positivo) de
la raiz en el denominador puesto que, segiin la definicién, la curva-
tura de una curva no puede ser negativa,

Ejemplo 1. Determinar la curvatura de la paribola y*= 2pz:
a) en un punto arbitrario M (z, y);
b) en el punto M, (0, 0);
¢} -en el punto M; -E-,p -
Solocién. Hallar las derivadas primera y segunda de la funcién
y="12px:
. p?
Y T e

Poniendo las expresiones obtenidas en la férmula (3), obtenemos:

Sy _ b . d

SRR —
a) K et )i’

1
b) Kz, vr=0.=?’- H
1

K e
% m;—’. m:’m 2V2p

Ejemplo 2. Determinar la curvatura de la recta y = az -+ 5 en un punto
acrhitrario (z, y).

Solucidn.

y=a, p'=0.
En virtud de la férmula (3), ohtenemos:
K =0,

Asi la recta es una curva de ecurvatura ceros. El mismo rosultado se puede
sacar inmediatamente de la defidicién de curvatura.

§ 4. CALCULO DE LA CURVATURA DE UNA CURVA DADA
EN FORMA PARAMETRICA
Sea una curva dada en forma paramétrica:
z=g (), y=1%(0).
Entonces (§ 24, cap. IlI):
@= .¢r (;) {y-_‘pnw-“ q,!’lp"
- ’ e ) '
dz " gy dz @)
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Introduciendo las expresiones obtenidas en lx férmula (3) del
parrafo antecedente, tenemos:
=l¢’:;' -'i‘pJ_ [1)
[o* + v
Ejemplo: Determinar la eurvatura de la cicloide
z=a(t—zent), y=ail—cost)

en un punto arbitrario (z, p).

Solueidn
dx dix dy ﬂ ]
=0 (1—cost}, ",ﬁi—'”“ i, ?—_ascn:, T =@ cod ¢,
Introduciendo las i obtenidas en la férmula (3), obtenemos:

K ja (- cOStjauost&uent aseﬁ] Jeost—1}
| a2 {i-—ooai)3+a’ senﬂl'ﬂ 2*2g (1 —cos t) s

e ('I.~uos E)l'f‘ 44' san%! ’

ﬁ 5. CALCULO DE LA CURVATURA DE UN CURVA DADA
EN COORDENADAS POLARES

Sea la curva dada por la ecuacién del tipo

p=171(0). ' 1)
Escribamos las férmulas de paso de las coordenadas polares
a las de Descartes:
==pcos B,
y=psen b, } @

Si en estas férmulas sustituimos p por su expresién en funciép
de B, es decir, por f (8), obtenemos:
2 =1 (0)cos 6, }
y==f(6)send. @
Fstas ecuaciones se pueden considerar como ecuaciomes para-
métricas de la curva (1), en las cuales @ sirve de pardmetro,

Entonces:
dr dp dy __ dp
ﬁ:ﬁcosﬂ-—psena, d-—‘ e sen 6 4 pcos 6,
dz =dc 603'9—2%%3&113—90059,

e 1
de®
dz'y &p

F7 i da’sen9+ decoss—psenﬂ
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Introduciendo las iltimas expresiones en la férmula (1) del pérra-
fo anterior, obtenemos la férmula para caleular la curvatura de
una curva en coordenadas polares:

[p* + 29" — pp”
g™ s (4

Ejemplo. Doterminar la curvatura de la espiral de Arquimedes
p=ab{a >0)

en un punto arbitrario (fig. {44).

Sh

Fig. 144

Solueidn,
For tanto,
|a®034-202] {0242

Ke= — v
{a202 an)’h‘ 2 (a2 1)

Observemos que para valorés grandes de 0 se cumplen las ecuaciones apro-

ximadas:
L;-E a1, E-é'-‘;l =1,

Por eso, sustituyendo en la férinula antecedente, 6% zt}mr 0%, y 62 4 1 por
8%, obtenemos la férmula aproximada (para valores grandes de 6):
et L
= _é'(an)’-?a ab *

De este modo, la espiral de Arquimedes para valores grandes de 6, ticne apro-
ximadamente la misma curvatura que una circunferencia de radio af.
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§ 6. RADIO Y CIRCULO DE CURVATURA.
CENTRO DE CURVATURA. EVOLUTA Y EVOLVENTE

Delinicién, La magnitud R, reciproca a la curvatura K de una
curva en un punto dado M, se denomina radio de curvatura de ia
curva en este punto de que se trata:

T o
0 sea; & v
fdy\*] "=
n=[i_+i£:_)1_. )
dz*

. Tracemos por el punto M de la curva (fig. 145) la normal di-
rigida hacia la concavidad de aquella y marquemos én esta normal
un segmento MC iguel al radio R de curvatura de la curva en el
punto M.

J:! Cia gl

)

I

Fig. 145 Fig. 146

El punto € sé llama centro de curvatira de esta curva en el punto
M; el circulo de radio B y centro en el punto C (que pasa por el
punto M), se denomina circulo de curvetura de la curva dada en el
punto M.

De la definicién de circulo de curvatura se deduce que en el pun-
to dado La curvatura de la curva es igual ala'del circulo de curvatura.

Obtengamos las férmulas que determinan las coordenadas del
centre de curvatura,

Sea una curva dada por la ecuacién

y =1 (), 3
fijernos en la curva un punto M (z, y) y determinemos las coordena-
das ¢ y p del centro de curvatura correspondiente al punto elegido
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(fig. 146). Escribamos la ecuacién de la normal a la curva en el
punto M

1
Y—y= = (X —2). )
y o
(Aqui, X e ¥ son coordenadas corrientes de un punto de la normal).

Puesto gue el punto € (e, B) esta situado en la normal, sus coor-
denadas deben satisfacer la ecuacién (4):

By —— (@ —2). )
¥

Luego, la distancia entre el punto C (a, B) y el M (z, y) es igual
al radio R de curvatura:

(e —2)*+ (B — 1) = R ()
Resolviendo juntamente las ecuaciones (5) y (6), hallamos a y B:

@ — 2+ (0 — 2 Y
y

2
(o — )%= i YV g%

+y*
’ i
de donde: @ = z &+ R, p=y F =—==—=R, y, dado que:
r8y8/, Vits® ; V(ia-l-y’ 14yt
R L s ORGSR 4 L. 1 T

Para decidir qué signos (superiores o inferiores) debemos tomar
en las filtimas férmulas, conviene examinar el caso: " > Oy y" << 0.
Si y" >0, la curva es cbncava en este punto y, por tanto, B >y
(fig. 146), por consiguiente, debemos tomar los signes inferiores.
Tomando en cuenta que en este caso | ¥ | = y, las f6rmulas de las
toordenadas del centro de curvatura serin:

w0V
. 0
2z

De modo andlogo se puede demostrar que las férmulas (7) se
verifican también en el caso de y" << 0.

15534
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Si la curva estd dada por ecuaciones paramétricas

=¢® y=v@
las coordenadas del centro de curvatura se obtienen con facilidad

de las férmulas (7), sustituyendo en éstas y* e y" por sus expresiones
en funcién del pardmetro:

| __5_1 ; ¥ T — T

z 2
Entonces,
¥+
Yy =2y '
Z (v 0

G=I—

p=y-+

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la paribola
Y2 =2pz
a) en un punto arbitravio M (z, y); b} en el punto My (0, 0); €) en el
punto My (-F- ' P)

Soluci6n, Introduciendo los valores de ~—y E‘F en las férmulas (7),
tenemos (fig. 147):
3

/2
a) a=3z+4p, B=— (—-2_‘1;)— H

=1

b) para z=0 encontramos: a=p, fi=0;

¢) para :m% tenemos: uu ,p=u-p

Si la curvatura en el punto M, (z, y) no es igual a cero, al punto
mencionado le corresponde un centro de curvatura bien determinado:
Cy (a, B). El conjunto de todos los centros de curvatura de la curva
dada forma una curva nueva, llamada evolute de la curva estudiada.

De este modo, el lugar geométrico de los centros de curvatura se
1lama evoluta de la curva. La curva estudiada, con relacién a su evolu-
ta, se llama evolvente o involuta (o desarrollo).

Si la curva dada esti representada por la ecuacién y = f (z),
entonces las ecuaciones (7) se pueden considerar como ecnaciones
paramétricas de la evoluta con el parimetro z. Eliminando en las
ecuaciones dadas el pardmetro z (siles posible), obtenemos la expre-
sibn de la dependencia directa entre las coordenadas corrientes
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@ y p de la evoluta. Si la curva estd representada por las ecuaciones
paramétricas z = ¢ (&), y = ¥ (f), las ecunciones (7') serén ecuaciones

Ay

Fig. 147 Fig. 148
paramétricas de la evoluta (puesto que los valores z, y, 2', ¥, 2", ¥
son funciones de ).

Ejemplo 2. Hallar Ia ecuacién de la evoluta de la pardbola
y2=2pz,

Solueibn. Utilizando los resultados del ejemplo 1, tenemos para cada punto
(=, y) de la pardbola:
a=3x4p,
b (2:}31’1
Ve’

Eliminando en estas ecuaciones el pardmetro z, obtememos:

8
i B =5 (@—p)%.

Esta cs la ecuacién de la pardbola semicibica (fig. 148).
Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la eveluta de una elipse dada por las

ecuaciones paramétricas
z=ngacost, y=Dbsent.

Soluelén, Celeulamos las derivadas de z e y con respecto a &
y' =bcoat;

x'—=—asent,
y'=—bsent.

: 2" = ~—~aCost,

Poniendo las expresiones de las derivadas en las Iérmulas (7') tenemos:
. beost (a® sen? t4-b2cos? t)

B O T Send [ Fabcos?

b2 b2
=a ¢08 { — & Co§ § Sen? !——ws‘cu(n—-—) cos¥ ¢,
. a a
' 15«
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Asl, pues,

o= (u-—%] cos? L.
De modo andlogo:

B:(b-—%;-] send t.

Eliminando el parimetro ¢, obt la ién de la evoluta de la

elipse:
a \¥s Byte (al—bN 2
(5) =5 =1
Aqui, o y B son coordenadas corrientes de la evoluta (fig. 149).

Ay

Fig. 149

Ejemplo 4. Hallar las i p étricas de la evoluta de una ci-
cloide:
z—a(t—sent),

y=a(l—cost).

Solueitn,
' =a(l—cost); y'=asent;
=" =asent; y'=—acosl.
Introduciende las expresi obtenidas en la formula (7') tenemos

a=a (t+sent),
Be= —a (1—cos i),
Transformemos las variables, haciendo:
a=EF—ana,
p=1—2a,
t=Tt—m
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{

Las ecuaciones do la evoluta tomarén la forma:
E=a(t—sen 1),
N=e({—cosT).

Estas iltimas delerminan én las coordepadas E, m una cicloide generada
por ol mismo circulo de radio a. Do este modo, 1a evoluta de una cicloide e la mis-
ma cicloi ro desplazada en —na por el eje Oz y en —2a, por el eje Oy
(fig. 150).

I

=

add

)
o
-:\\ g Evely =
«a

Fig. 150

§ 7. PROPIEDADES DE LA EVOLUTA

Teorema 1. La normal a la curve dada es tangente a su evoluta.
Demostracién. El coeficiente angular de 1a tangente a la evoluta,
determinada por las ecuaciones paramétricas (7°) del parrafo ante-
cedente, es igual a:
dp

B
dox

SHIE

Notemos que len virtud de las mismas ecuaciones (7))

da _ S — iy — Y — T~y
v ien e =—y 7 , (1)
ik -
%=_yy ;4 vy @
de donde obtenemos la correlacién:
dp 1
P

Pero i’ es el coeficiente angular de la tangente a la curva en el
punto correspondiente; por tanto, de la correlacién obtenida se
deduce que In tangente a la curva es perpendicular a la tangente
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a la evoluta de esta eurva en el punto correspondiente, es decir, la
normal a la curva es tangente a la evoluta de esta curva.
Teorema 2. Si el radio de curvatura varfa uniformemente sobre
cierto segmento MM, de la curva (es decir, sélo crece o silo decrece),
el incremento de la longitud del arco de ln evoluta en este segmento
de la curva es igual (en valor abspluto) al incremento correspondiente
del radio de curvatura de esta curva. )
Demostracién. En virtud de la férmula (2} § 1 cap. VI, tenemos:

ds* = da® + dp?,
donde, ds es la diferencial d‘ti: la longitlszﬂ del arco de la evoluta; de
2 2
aqui se tiene: (—g—;-] =('&}_) +(%) i
Introduciendo.en esta ecuacidn las expresiones (1) y (2), tenemos:

(&Y cutyn ==L =V L= ey, ®

Hallemos ahora (%)‘ Puesto que

1 2/ 23
R =LL) " se tiene Rz= “_-tfj. ;
v y
Derivando ambos miembros de esta igualdad con respecto
a r y realizando las transformaciones correspondientes, obtenemos:

dR 21 T O Y S T
2RW= (L ey :;-)a y—v v) . Dividiendo ambos

miembros de la igualdad por 2R = 2d -{;{?'!)m , obt e ‘f_‘f -
= Uy Gyyt —y"—y ")
7 i

Elevando al cuadrado:

dR \? : R Y
(E) =1+ (3"'—*—-—»-—-—‘!"9r :‘@ Ly ) . 4

Comparando las ecuaciones (3) y (4):

(Z)-(2)-



de donde
e B
T dz
: . dR Y
Segiin la hipétesis, -z o cambia de signo (R sélo crece, o decre-

ce), por consiguiente, a conserva su gigno. Tomemos (para mayor
d
precisién del razonamiento): % <0, E—; > 0 (lo que corresponds

ala fig, 151). Por consiguiente, %: -—g% . Sean z, y z, las abscisas

de los puntos M, y M, Apliquemos el teorema de Cauchy para las
funciones s(z) y R (z) en el segmento [z, zal:

s(z) —s(z) (g) amg

donde, & es un nimero comprendido entre z, ¥ zp (; << § << 72).
Introduzecamos las siguientes designaciones (fig. 151):

s(z) =8, s(m)=s, R@EJ)=R), R@E)=~H,.

=—1,

2—$
E-ntonces. ?_:—-'—_Z%f = —1, 6 8, — 8§ = — (R; — Ry). Esto signi-
fica que
" lsz =8 1= |Ra— R |

De la misma manéra se demuestra esta ecuacién cuando el radio
de curvatura crece.

Hemos demostrado log teoremas 1 y 2 para el caso de la curva
dada por una ecuacién explicita y = f (z). Estos teoremas son vélidos

también cuando la curva estd dada por ecuaciones paramétricas.
Su demostracién es absolutamente analoga.

Observacién. Mostremos un procedimiento mecénico elemental
para construir la curva (evolvente) siguiendo su evoluta.

Sea una regla flexible encorvada en forma de la evoluta CyCs
(fig. 152), Imaginemos un hilo inextensible que contornea esta regla
y uno de los extremos del hilo estd fijado en el punto Cy. Si desen-
rollamos este hilo; manteniéndolo siempre bien tenso, su otro
extremo describird una curva MM, que seri ln evolvente,
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La comprobacién de que la curva obtenida es realmente una evolvente
puede ser realizada con ayuda de las propiedades de la evoluta,

arriba establecidas.

Fig 151 Fig. 152

Observemos que a una evoluta le corresponde una multitud
infinita de diferentes evolventes (fig. 152).

Ejemplo. So da una circunferencia de radio a (fig. 153), elijamos entre

de esta circunferencia la gue pasa por el punto My (a, 0). Tomando

las evulventes
¥

E\M
VAL

(3

Fig. 158

en cuenta que CAf = (-Zl;n = at, gerd ffeil obtener las ecuaciones de la evol-

vente de la circunferencia: !

OP=z=a(co3t+isent),
PM=y=a(sent—! tos ).

orfil del diente de un pifién tiene, en la mayoria de los

Serialemus que el f
casos, la forma de evolvente de un circulo.
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§ 8. CALCULO APROXIMADO DE LAS RAICES REALES
DE UNA ECUACION

Los métodos del anilisis de la variacién de funciones. permiten

caleular los valores aproximados de las raices de la ecuacién
f(z) =0

Si ésta es una ecuaci6n algebraica*) de primero, segundo, tercero
o cuarto grado, existen también las f6rmulas que permiten expresar
las raices de la ecuacién en funcién de sus coeficientes, mediante
un nimero finito de operaciones de adicién, sustraccién, multi-
plicacién, divisién y extraccién de raices. Para las ecuaciones de
grado superior &l cuarto las férmulas de tal indole, en caso general,
no existen. Si los coeficientes de cualquier ecuacién, algebraica
o no, (trascendente), son muméricos, sus raices pueden ser aproxi-
madamente calculadas con cualquier grado de precisién. Observemos
que, incluso cuando las rajces de la ecuacién algebraica se expresan
mediante radicales, en la préctica, es a veces mds conveniente aplicar
métodos aproximados para resolver las ecuaciones. He aqui algunos
métodos del caleulo aproximado de las rafces de wna ecuacidn.

1. Método de las cuerdas. Sea dada la ecuacién

(@) =0, )

donde f (z) es una funcién continua, derivada dos veces en el segmen-
to [a, b]. Supongamos que analizando la funcién y = f (z) dentro
del segmento [a, b] definimos otro segmento [z,, z.) dentro del
cual la funcién es monétona (creciente o decreciente) y en los extre-
mos los valores f (z,) y f (z2) tienen signos contrarios. Para expresarse
con més precision supongamos que f (z,) << 0, f (z.) = 0 (fig. 154).
Puesto que la funcién y = f () es continua en el segmento [z, z,],
su grafica cortard el eje Oz en un punto, situado entre z, ¥ @

Tracemos la cuerda AB que une los extremos de la curva y = f (2),
correspondientes a las abscisas z; y z,. Entonces, la abscisa @, del
punto de interseccién de la cuerda con el eje Oz seri el valor aproxi-
mado de la raiz (fig. 155).

Para obtener este valor apreximado, escribamos la ecuacién
de la recta AB, que pasa por los puntos dados A [z, f(z)]

L _Y—flw)  z—z
Y B lza, f(z)): Flae)—F(z) Z2—my
por tanto:

. Puesto quey =0 paraz=a,,

~f (=) @y —xy

Ha) —flx) z—z'

*} La ecuacidn = 0 se Hama algebroica, si olinomio
(_véasg g peaal v]{)(.z) algebraica, si f(z) es un p
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de donde

e (22 — 24) f (=) N @
flzs) —f (=)

Para determinar el valor més exacto de la raiz hallamos f (ay).

Si f(a) <0, repitimos’ el mismo procedimiento, aplicando la
formula (2) al segmento [ay, 22l Si f (a;) > 0, aplicamos la férmula

o=

Y, ]

Fig. 154 Fig. 155

mencionada para el segmento [z, a,]. Utilizando este procedimiento
unas cuantas veces, obtenemos, evidentemente. los valores cada vez
méas precisos de la raiz a;, @, etc.

Ejemplo 1. Hallar los valores aproximados de las raices de la ecuacion
flz)=z8=6z42=0.

Soluctén. Hallemos ante todo los tosen que la funeién f(z) es moné-
1ona. El resultado del célculo de la derivada

§ (z) =828—6,

muestra que £sta es positiva para T < — 12/_?, negativa para — VZ<z<
< 4+ V2, v de nuevo positiva para £ > )/ (itg. 156). Asf, la funcién tiene
L]

ires sntos de monotonia dentro de cada uno de los cuales se halla una raiz.
Para simplificar los céloulos ulteriores, haremos més hos estos segment
de monotonia, pero de modo que en cada segmento siga iendo la rafz

per )
correspondiente. Para esto, variando al azar los valores de = en la expresidn
de f (z), encontremos dentro de cada segmento de monotonfa otros més peque-

fios, on cuyos extremos la funeién tenga signos contrarios:
=0, C o) =2,
Tp=1, tH{1)=—3,
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rg= —3, f{—3)=—T,
T =—%, f{—2)=6, }
Fy=D, f(2) o= —2,
xg=3, f(@)y=11, }
De este modo, las raices se encuentiran en los intervalos:
(0; 1), (=3 —2). (2 ).

Determinemos el valor aproximado de la raiz en el iatervalo (0; 1);
segin la férmula (2) tenmemos:

—02 2
ay =D———_3_2_ ==-5--=0.4.

" Puesto que 7 (0,4)=0,43—6.04 -2 = —0,336,
J{0)=2, la raiz se encuentra comprendida entre O
y 0,4, Aplicando de nuevo la férmula' (2) para el
intervalo, obtenemos el siguiente valor aproximado:
04—0.2 0.8
o T 2—.33ﬁ=0m' ate,

De modo andlogo se hallan los valores aproxima-
dos de las raices en otros intervalos.

2. Método de tangentes (Método de New-
ton). Supongamoes de nuevo que f (z,) < 0,
f(zz) >0, y que en el segmento [z, z.] la
primera derivada no cambia de signo. En este
caso, en el intervalo (z;, x;) se halla una
raiz de la ecuacién f (x) = 0. Supongamos,
ademds, que la segunda  derivada tampoco
cambia de signo en el segmento [z, z.), lo
que puede lograrse, reduciendo el intervalo que
contiene la raiz. El hecho de que la segunda
derivada no cambia el signo en el segmento Fig. 156
[z, zs] significa quela curva es sélo convexa i
o cOHncava en este segmento. ]

Tracemos una tangente a la curva en el punto B (fig, 157).
La abscisa a; del punto de interseccidn de la tangente con el eje Oz
serd el valor aproximado de la raiz buscada. Para encontrar esta
abscisa, escribamos la: ecuacién de la tangente en el punto B:

g —f(z) =7 (m) (z = z).

Notamos que, si y = 0, z = a;, obtenemos:

1z
s @

1z
Tracemos luego una tangente en el punto B, y de modo anilogo
obtengamos un valor més preciso de la raiz a,. Repitiendo este pro-

ap=0—

_ﬂtﬁh%'ﬁ“dhhg:gp@q

N

g -y s
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cedimiento urias cuantas veces, podemos calcular el valor aproximado
de la raiz con cualquier grado de precisién que se desee.
Observemos la circunstancia siguiente. Si trazdramos la tangente
a la curva no en el punto B, sino en el A, podria resultar que el
punto de interseccién de la tangente con el eje Oz se encontrara

y 8
B |
X a
OI’WWJ’?I x !
A
Fig. 157

fuera del intervalo (z;, ;). Se ve claramente en las figuras 157
y 158 que la tangente debe trazarse en aquel extremo del arco donde
coinciden los signos de la funcién y dé su segunda derivada. Segin
la hipétesis, la segunda derivada conserva su signo en el segmento

8
A
1]
[ G X X X
A 3

Fig, 158 Fig. 159

[zy, %,). Por consiguiente los signos de la funcién y de la segunda
derivada coinciden obligatoriamente en uno de los extremos. Esta
regla es también vdlida para el caso en que f* (z) << 0, 5i la tangente
se traza por el extremo izquierdo del intervalo, es preciso sustituir
z, por z; en la férmula (3):

flzd)
flz)’

@y == Ly —

@)

Si en el interior del intervalo (z;, z,) se encuentra un punto de
inflexién C, el método de tangentes puede dar un valor aproximado
de la raiz, situado fuera del intervalo (x,, z.) (fig. 159).
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Ejemplo 2 Apliquemos la férmula (3) para calcular Ia raiz de la ecuacién
f(z)= £+ 2 = 0, comprendida en el intervalo (0; 1). Tenemos:

FO)r =2, 1" (0)={3z2—8) | yog=—6.

Por eso, segin la férmula (3} obtenemos:

sluo—-_is-=-%=u,3aa.

3. Método combinado (fig. 160). Si en el segmento [z, )
aplicamos simultineamente los métodos de las cuerdas y de las
tangentes, obtenemos dos puntos a, ¥ d,, situados a ambos lados de la
rajz buscada @ (puesto que f (a;)} ¥ f (@) tienen signos contrarios).

Fig. 160

Luego aplicamos los métodos de cuerdas y de tangentes en el seg-
mento [ay, &]. Como resultado obtenemos dos nfimeros, az y ds,
alin mas préximos al valor de la raiz, Procedemos de esta manera
hasta que la diferencia entre los valores aproximados hallades sea
menor que el grado necesario de precisién.

Notemos que aplicando el método combinado, nos aproximameos
a la raiz buscada por los dos lados a la vez (es decir, encontramos
simultineamente tanto el valor aproximado por exceso, como por
defecto).

Para ilustrar esta deducci6n en el ejemplo 2 p conv nos,
te la sustitucion, que f (0,333) > 0, f (0,342) < 0 Por wnsigulmte. el valor
de la raiz estd comprmdnln entre lua vslaras aproximados:

0,383 < = < 0,342,

Az
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Ejercicios para el capitulo VI

Hallar la curvatura de las curvas en los puntos indicados: . b9z3-4
~-afy®=a2? en los puntos {0, &) y (a, 0). Respuesta: - en el punte (0, b);
-ﬁ-en el punto (s, 0). 2. zy=12 en el punio (3, 4). Respuesta: 24/125

4 ; &
3. y=2? en ¢l punto (zy, ¥;). Respuesta: W . G 169 =4x4—z% en

1

2 2 2

1 - = = .
el punto (2, 0). Respuesta: 7 . 5. 23 4+y3=a? en ol punto arbitrario,
i

Respuesta: 173 (ﬂ:ﬁl)?.

Hallar el radio de curvatora de las curves en los puntos indicados;
trazar cada curva y construir el circulo de curvatura correspondiente,
6. y?=z% en el punto (24. Bg. Hespuesta: R=801/10/3. 7. 22=4ay en ol punto
(0, 0). Hespuesta: R =2a. B, b%1%—gty2=4a? en el punto (zy, y,). Respuesta;

iz 4y, 1872
R=&E;L .9, y=Inz en el punto (i, 0). Respuesta: A=27VZ.
z=acos®t) para
10. y=sen =z en el punto (n/2, 1). Respuesta: H=1{. 11.
y=g sendt) 1=ty
Respuesta: H=23asenty costy.
=33
Hallar ¢l radio de curvatura de las curvas: 12, 2 81 s t=1,
=3t—13 )
Respuesta; R=6. 13, La circunferencia p=asen g. Respuesta: R=a/[2,
(p+-ad) ¥/ :

14. La espiral de Argquimedes p=af. Respuesta: B= ~ T 15. La car-
dioide p=a (1—cosd). Respuesta: R=-,§- | 2ap. 16. La lemniscata p? =

2
=a® ¢on 20, Respuesta; R= -5;3 . 17, La parébola p=asc? % . Respuesta: R=
=2a 5¢? 8 18, p=a sen? % Respuesta: R-g—a sen’-g i

Hallar los puntos de las curvas en los que_el radio de curvatura tenga

un valor minimo: 19. y=1nz. Respuesia: (yfa— ¥ —% 1n2) . W p=EE,

Respuesta: (—"'1' In2, 125—) .2, Vr+Vv=1a. Respuesta: (%— ,E) .
22, y=aln (1—%) . Respuesta: En el punto (0, 0) R=a/2,

Hallar las ccordopadas del centro de curvatura (@, #) ¥ las ecuaciones
de la evoluta para cada una de las curvas siguientes:

2

2 - b) 28 al-}- b2) 9 i
B Z Yy, Respuesta: a={EEE) S T C= L TLOV e %

2 2 1 2 2l

I : 3,9, CP | $—alz. H
4y ¥ =03, Respuesta: a=z+329yd; By 4-32%y 7. 25, y=dalz, Res-
ah L 15yd ady — Gyt x—3t . .
puesta; g= :i;'yy D P= Uu‘elf . 26. yl'___"'_s. Respuesta: o= -T;ta_
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t
z=Fk In cotg —~-kcos i L3 =
az:-m-_%. 27. { ; 2 " Respuesta: y=% (" e ¥y
p=rhseni.
(tractriz), ( ) s
z=a(cost--tgent ) z=a cosd ¢
28. | y—a (sen t—t cos t) » espuestat m=acost; P=agent. 20. 4 _ oo ‘:

HRespuesta: g=a cos? 14 3acostsen? t; P=a sen® {4 3a cos? ¢ sen £, 30, Calcular
Tas rafcos de la ecuacién #3-—4z+-2=0 con la precisidén de hasta 0,001,
Respuesta: z,=1,673, 3=0,530, z3=—2,214. 31. Caleular el valor aproxi-
mado de la rafz de la ecuacién f(z)=zb—x-—0,2=0 comprendida en el inter-
valo (1; 1.13. Respuesta: 1,045. 32. Caleular las raices de la ecuacién =4 4-229—
—Bz42=0, con precisién de hasta 0,01. Respuesta: 0,38< z, < 0,39;
1,24 < 2; < 1,25. 33. Caleular el valor aproximado de la ecuacién 25—~5=0.
—1+1)3
Respuesta: zq =~ 1,T1; 2p,3—=1,71 12 V . 34. Hallar el valor aproximado

3
de la rafz de la ecuacién z—tg z=0 comprendida entre 0 y —;~ . Respussta:

4,4935. 35. Hallar la rafz aproximada de la ecvacién senze==1—z con pre-
cisién de 0,001,

Indicacién: Redizcase la ecuacién a la forma f(z)=0. Respuesta: 0,5110<
< 20,5114,

Problemas
36. Demostrar gque la curvatura en cada punto de la lemniscata plfe=

=a?cos 29 es proporcional al radio vector de este punto.
37. Hallar el valor méximo del radio de curvatura de la curva p=

= a son? <

. Respuesta; R=3Tc .

38, Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la curva ye=zInz
en el punto, enque y'=0. Respuesta: (¢—t, 0),

39. l'}amfrobnr que para los puntos de la espiral de Arquimedes p=ag
el valor de la diferencia entre el radio veetor y el radio de curvatura
tiende a 0, cuando ¢ —+ co.

40. Hallar la paribola y=gaz?+bz-} ¢ que tiene en el punto (%». 1)

upa tangente y curvatura comunes con la sinusoide y=senz. Construir
la grifica. Respuesta: yz—%'-}-%f--{-i—_’é: v
41, La funcién y==f(x) estd definida del modo siguiente:
f{z}=23 on el intervalo —co < z 1
F{x)=azr24+bz+4¢ on el intervalo 1<z <" 4o,

{Cudles deben ser a, b, ¢ para que la linea y=f(z) tengn la curvatura
conl;linua en todos los puntos? Construir la gréfica. Respuesta: a=3, b= —3,
(2%
42. Demostrar que el radio de curvatura de una cicloide en tuales-
quiera de sus puntos es dos veces mayor que la normal en el mismo punto.
43, Escribir la ion de la circunf in de ::uwat%ra de lo para.
bola y=2? en el punto {1, 1). Respuesta: (z-L4)34 (y—-l—) :% a
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44, Escribir la ecuacién de la circunferencia de curvatura de ‘; curva
S m—1072 7

y==tgz en el punto %: 1] . Respuesta: (:-—ﬂ 4{0) +([,-_.%] =.1_1%5 3

45, Hallar 1a longitud total de la evoluta de una elipse cuyos semiejes
son iguales & a y b. Respuesta: 4(a%-—p3)/ab,

43. Hallar los valores aproximados de las rajces de la ecuacidn ze*=2,
con ‘?E%ciaidn do hasta 0,01, Respuesta: La ecuacién tiene la dnica raiz real:
z 220,84,

47, Hallar Jos valores aproximados de las raices de la ecuacidn =z Inz==
=0,8 con precisién de hasta 0,01. Respuesta: La ecuacién tiene la dnica raiz
real: z=1,84.

48. Hallar los wvalores aproximados de las raices de la ecuacidn
=% arctg x=1 con precision de hasta 0,001, Respuésta: La ecuacidn tiene la
inica raiz real: x = 1,086,



CAPITULOD VIl

NUMEROS COMPLEJOS. POLINOMIOS

§ 1. NUMEROS COMPLEJOS. GENERALIDADES
Se llama nimero complefo a toda expresién de la forma

a + bi, )

donde, a v b son nimeros reales; i es la unidad llamada imaginaria,
definida por las ecuaciones:

i=V—1 6 ft=—1; @

a es la parte real y bi, parte imaginaria del nimero complejo. Dos
nfimeros complejos a -+ bi y @ — bi que se diferencian sélo por el
signo de su parte imaginaria se llaman conjugados.
" 8i a=0, el nimero O -4 bi = bi, es un ndmero puramente

imaginario; si b= 0, se obtiene un ntmero real a 4 0.i = a.

Aceptemos dos concepciones fundamentales:

1) dos miimeros complejos, a; < by y az + bsi se consideran
iguales, si:

oy = @y, by = by

es decir, si son iguales sus partes reales e imaginarias por separado;
2) un nimero complejo es igual a cero:

a4 bi =0,

siempre que e =0, b = 0.

1. Representacion geométrica de los niimeros complejos. Todo
nfimero complejo a 4+ bi puede ser representado sobre el plano Ozy
mediante un punto A (e, b), de coordenadas a y b (fig. 161). Reci-
procamente, todo punto M (a, b{ del plano Ozy puede considerarse

‘como la imagen geométrica del nimero complejo a + bi.

Pero, si a todo punto A (a, b) corresponde algiin ndmero
complejo a - bi, se puede decir, en particular, que a todo punto del
eje Oz le corresponde un nimero real (b = 0). Todo punto del eje Oy

16—534
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representa un mimero puramente imaginario, puesto que en este caso
a = 0. Por eso, representando los nimeros complejos sobre un plano,
el eje Oy se llama eje imaginario y el Oz, eje real.

Uniendo el punto 4 (a, b) con el origen de coordenadas, cbtene-
mos el vector OA. En algunos casos es muy conveniente considerar
el vector OA como la representacién geométrica del nimero complejo
a + bi.

2. Forma trigonométrica de los niimeros complejos. Designemos
por ¢ -y r (> 0) las coordenadas polares del punto A (a, b),

Fig. 161

tomando por polo el origen de coordenadas y por eje polar, la direc-
ci6én positiva del eje Oz. En este caso (fig. 161), tenemos las expresio-
nes siguientes:

a = I cos @, b=rseng

¥, por tanto, el niimero complejo puede ser representado en la forma:
@ + bi = r (cos ¢ + isen g). (3)

La expresién representada por el segundo miembro se llama
forma trigonométrica del nimero complejo e - bi. Las magnitudes
r y @ se expresan en funcién de @ y b mediante las férmulas:

r="Va* 4+, qr-—_-Aml.g%.

El ndmero r se llama médulo y o, argumento del nimero complejo
a - bi,

El argumento de un nimero complejo, es decir, el dngulo ¢,
es positivo, cuando se toma a partir de la direccién positiva del eje Oz
en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, y es nega-
tivo, cuando se calcula en direccién opuesta. Es evidente que el
argumento @ no se determina de una manera univoca, sino con preci-
sién igual al valor del sumando 2nk; donde k es cualquier nimero
entero. s

El médulo r del nimero complejo a 4 bi se designa a veces por
el simbolo | a <+ & |:

r=\|a+ bl
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Notemos que todo nimero real 4 también puede escribirse en la
forma (3), o bien:
A= |A](cos0+ isen0) cuando 4 >0
A= |A|(cosm + isenmn) cuando 4 << 0.
El médulo del nfimero complejo 0 es igual a cero: |0 | = 0.

Como argumento de cero se puede tomar caulquier &ngulo ¢.
En efecto, para todo ingulo ¢ tiene lugar la igualdad:

= 0+(cos ¢ - i sen ).

§ 2. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLEJOS

1, Adiciébn. La suma de dos ntmeros complejos, a; + by
¥ @z + byi, es un niamero complejo definido por la ecuacién:

(ay + byd) + (@2 + bai) = (a1 + ag) + (b + ba) i. (1)

De Ia formula (1) se deduce que la adicién de los nimeros com-
plejos, representados en forma de vectores, se efectiia segin la regla
de adicién de vectores.

Fig. 162

2. Sustraceién. La diferencia de dos niimeros complejos, a, + bat
y ay + byi, es un nimero complejo que, adiciomado a ay + byi,
da a, + byi. :

Ee fécil ver que:

(az 4 bat) — (an+ byl) = (@2 — @) + (b2 — by) L. 2

Observemos que el médulo de la dif ia de dos 08
complejos V (@ — a=)° 4~ (by — bs)® es igual a la distancia entre
los puntos que representan estos nimeros en €l plano de la variable
compleja (fig. 162). )

3. Multiplieacién. El producto de los mnimeros complejos,
ay =+ bji ¥ as + bai, multiplicados estos niimeros como binomios,
segiin las reglas algebraicas, es un nlimero complejo. Hay que tener

16*
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en cuenta que:

l=—4¥=(—Ni=—Hil=(=DN=—i"=1;
i* = 1.i, etc.
y, en general, para k entero: t

e Moy P Mg

. En virtud de esta regla tememos:
(a4 -+ bid) (@2 + boi) = @32 + buast + aybai + bybal®,

(@ + bii) (@2 + boi) = (@102 — biba) + (bias + asb) & (3)

Si los nfimeros complejos estin expresados en forma trigonomé-
trica, tenemos:

7y {cos @y -+ i sen @) ry (cos @2 + i sen ;) =
= ryrg [cos g cos ¢» + i sen ¢y cos gy +
+ i cos q; sen g, + i* sen @ sen gl =
= ryrp [cos g cos @, — sen ¢, sen ) +
+ i (sen @ cos @, + cos g, sen @)l = ;s
= ryry [cos (@ + @2) + isen (py + @2))
Asi pues:

ry (cos @y + isen @) 2 (cos @2 + isen @) =
= riry leos (@1 + @2) -+ i sen (@1 -+ @21 (3)
es decir, el producto de dos niimeros complejos es un nimero complejo
cuyo modulo es igual al producto de los médulos de los factores y el
argumento es igual a la suma de argumentos de los factores.
Observacién {. En virtud de la férmula (3}, los ndmeros complejos
conjugados, a + bi y a — bi, satisfacen a la igualdad:
(a + ib) (& — ib) = a® | b%,

es decir, el producto de dos nimeros complejos conjugados es igual
a la suma de los cuadrados de sus médulos,

4. Divisién. La divisién de dos niimeros complejos es la opera-
cifn inversa a su multiplicacién. Si

ay+ by
ay -+ bal
(donde V al + b:=£0), entonces z e y deben ser tales que se cumpla

la igualdad:
ag -+ byi = (a2 + bad) (z + yi),

=ux-}yi
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2y + byi = (aaz — bpy) + (a2y + be2) i,
Por consiguiente,
ay = a,z.— byy, by = bz + aqy,
de donde:
L _ by — asby
b T S TR el
az+ b2 az+ by
y finalmente:
@4 b ot biby | @by —aibs,
Gtbi a4 b a + b
En la prictica, la divisién de los niimeros complejos se efectia
de la manera siguiente: para dividir a; 4 i, por'a, 4 iby, multipli-
camos, tanto el dividendo como el divisor, por un namero complejo
conjugado de este ultimo (es decir, por a, — ib;). Entonces, el

divisor serd un numero real; al dividir por éste la parte real y la
imaginaria del dividendo, obtenemos:

ay + by g(ﬁl + bii) (ﬁg _b2;)=
ay+ bai (g - bai) (@2 — byi)
Sy (asay + byba) + (apby — ahy) i — U -+ byby | axby — albz“
&+ b a4+ b at 4+ b3

Si el nimero complejo estd expresado en forma trigonométrica,
tendremos:

’1f¢°a@|+533ﬂ¢1)_£ — N T—
o g W e [cos (@, — o) -+ isen (@1 — o).

Para verificar esta igualdad, basta multiplicar el divisor por el
cociente:

rz (cos @3 + isen qy) %[WS(% — @2) + isen (p, — )] =
2

- ,-:i[costq:=+q=;-w + isen (@2 + P — 93] =
2

==ry(cos q; + iseng,)
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De tal modo, el médulo del cociente de dos niimeros complejos
es igual al cociente de los médulos del dividendo y del divisor; €l
argumento del cociente es igual a la diferencia entre los argumentos
del dividendo y del divisor.

Observacion 2. De las reglas de operaciones con niimeros complejos
se deduce que la adici6én, sustracci6n, multiplicacién y divisién de
los nimeros complejos dan de nuevo un nimero complejo. Si las
reglas de op iones con nimeros compléjos son aplicadas a los
nameros reales (considerindolos como caso particular de los nimeros
complejos), entonces estas reglas coinciden con las reglas ordinarias
de la aritmética,

Observacién 3. Volviendo a la deficicién de suma, diferencia,
producto y cociente de los niimeros complejos, es fécil comprobar
que, 5i en estas expresiones son sustituidos los mimeros complejos
por sus nimeros conjugados correspondientes, los resultados de las
operaciones indicadas también son sustituides por los ntimeros conju-
gados, De aqui, en particular, se deduce el teorema siguiente:

Teorema. Si en un polinomio con coeficientes reales

A + Ag" ™ 4 eae - 4,

sustituimos z por el niimero a -~ bi, y, después, por el mimero conjugado.
a — bi, los resultados obtenidos serdn tuamente conjugados.

§ 3. ELEVACION A POTENCIA Y EXTRACCION DE LA HAIZ.
DEL NUMERO COMPLEJO

1. Elevacién a potencia. De la férmula (37} del pérrafo prece-
dente se deduce que si n es un nimero entero positivo, entonces:

[r(cos @ - i zen ) ]" =" (cos n 4 i sen ny). (1)

Esta expresién es la férmula de Moivre y muestra que, al elevar
un nimero complejo a una potencia entera y positiva, el médulo de
este niimero se eleva a la misma potencia y el argumento se multiplica
por el exponente de esta poiencia.

Consideremos ahora una aplicacién més de la férmula de Moivre.
Haciendo r = 1, obtenemos:

(cos @ + i sen )" =cosng - i senney.

Degarrollando el primer miembro segiin la férmula del bino-
mio de Newton e igualando las partes reales e imaginarias, podremos
expresar sen nP y cos n@ en funcién de potencias de seng y cosq.
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Asi, por ejemplo, si »n = 3, obtenemos:
cos® @ - i3 cos® @ sen p— 3cos psen? ¢ — isen® p=cos Jp + isenJp.
Usando la igualdad de estos nimeros complejos, tenemos:
¢os3p—=cos®p — 3cos psen’p, senp = — sen’ ¢ - 3cos’ pseng.
2. Extraccién de la raiz. La raiz n—ésima de un nimero com-
plejo es otro niimero complejo que, al ser elevado a la potencia n,
dard e! nimero comprendido bajo el radical, es decir, si:

Vr(cosqo+ isen @) == p (cos P + isenp),

p™ (cosnp 4 i senmp) = r(cos @ + i sen q).

Como los médulos de loés ndmeros complejos iguales han de ser
iguales y los argumentos pueden diferenciarse en un miltiplo de 2x,
tenemos:

pt=r, np=og-+ 2
De aqui:

GV o
n

donde, k& es un niimero entero arbitrario, VT es el valor aritmético
{real y positivo) de la raiz del niimero positivo r. Por consiguiente,

‘Vm =V; (GOS < -:Zkﬂ + isen 2 -'-nm) # 2

Dando a % los valores 0, 1, 2 ..., »n — 1, obtenemos n diferentes
valores de la raiz, Para otros valores de &k los argumentos se dife-
renciardn de los obtenidos anfes en un multiple de 27 y, por
tanto, se obtendrin los wvalores de la raiz que coinciden con los
edtudiados.

Asf pues, la raiz n—ésima de un numerc complejo tiene n dife-
rentes valores. )

La raiz n—ésima del namero real A, distinto de cero, también
tiene n valores, puesto que el nimero real es un caso particular
del nimero complejo y puede ser representado en forma trigo-
nométrica: ' '

si A >0, tenemos: 4 = | 4 | (cos 0 4+ ¢ sen 0);
si A <0, tenemos: 4 = [ 4 | (cosn -+ i senm).

Ejemplo 1. Hallar todos los valores de la raiz cibica de la unidad.
Solucién. Representemos la unidad en forma trigonométrica:

1=cos0 {-f8em 0.
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Segiin la férmula (2):
Y 1=y cos041 sen0=c0s SE2 1y gen ?igzk—“ :
Haciendo k igual a 0, 1, 2, obtenemos tres valores de la raiz:
: 2n L2 I A 4n
zg=cos804-{sen 0=1{; Zz=008 —— +isen =i Ty=o0s o +IsenT .

Tomando en cuenta que

2n 1 2t V3, dn_ 4 4n_ V3
cosT_—z.senT_m—-. cos E) _h-?,sen =

resulta:

V3, V3

y=1; ’z-—*i"H et -*a"'—'i-—‘—-r-

En [a figura 163 los puntos A, B, C son las imfigenes geométricas de las
rafces obtenidas.

Fig. 168

3. Solucién de la i6n bi ia. La ecuacién
"=A

se llama binomia. Hallemos las raices de esta ecuacidn.
Si 4 es un nimero real positivo, tenemos:

:rs'i/] (eoa@-}- isenz——-k“)
n n

k=01, % ..., n—1)

La expresién encerrada en el paréntesis da todos los' valores
de la raiz de n—ésima potencia de la 1.
Si A4 es un niémero real negativo, entonces:

z:nlr’ IA!(ccsE-tzﬁt+ isan’szﬂ).
n n
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P Pof i

La expresién entre pardntesis da todos los valores de la rafz
de n—ésima potencia de —1.
5i A es un nimero complejo, los valores de z se hallan segiin
la férmula (2),
Ejemplo 2. Resolver la scuacion
=1,
Selucidn.

2=/008 2kn 14 Sen 2kn = cos 23:: 4 {sen 2:‘;" 3

Haciendo % igual a 0, 1, 2, 3, obtensmos:
Fy=0030+isen0=1,

Ty=C08 E;l-l—i sen 2—“-;,

4
4 4n ’
z3=co8 -‘-ir!--jni fsen e —1,
Bre 6n
xy=C08 T-}.-l son == —i.

§ 4. FUNCION EXPONENCIAL CON EXPONENTE COMPLEJO
Y SUS PROPIEDADES

Sea z = x + iy. Si = e y son variables reales, z es una variable
compleja. A cada valor de la variable compleja le corresponde un
punto bien determinado (fig. 161) en el plano Oxy (planc de la
variable compleja.)

Delinicién. Si a cada valor de una variable compleja z, perte-
neciente a cierto dominio del plano de variables complejas, corres-
ponde un valor bien determinado de otra variable compleja w, se
gice que (w)es una funcién de la variable compleja 32 w = f (2)

w = w (z).

Bxisten las nociones del limite, dela derivada, de la integral,
etc., de una funcién de variable compleja.

Estudiemos una funcién de la variable compleja, o bien, la
funeién exponencial:

w=¢

0 sea:
s w.=-e"“‘".

Los valores complejos de la funcién w se determinan del modo
gsiguiente*:
&V = ¢* (cos y + iseny), 1)

*) Demostraremos més adelante (424, cap. X111 ¥ §18 cap, XVI, tomo II)
la conveniencia de esta definicién de la funcién exponencial.
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es decir, i
w(z) == ¢ (cosy + iseny). . (2)
Ejemplos:
14+

n u-pJ;—s = -
2. :=0+ G4 o =0 (cos G+isen _2-)—:.

8, z=i44, s““; el (cos 141 2en{1)=0,544i.0,83,

4. z=7(r s un nimero real), ¢¥+9 =¢% (cos 04isen 0)=e* que es una
funcién exponencial ordinaria,

Propiedades de la funcién exponencial
1, Si 2 y 2, son dos niimeros complejos, entonces:
grta o gt , (3)
Demostracién. Sea
z=2a + iy 2 = 3 -+ W2
entonces
gtz e"" +1g,)+h:,+:y,)=e(=.+:,>+x!u,+y,l___

€
= e™e™[cos (¥, -+ ¥2) + isen (yy 4 w)]- 4

Por otra parte, en virtud del teorema sobre el producto de dos
nfimeros complejos expresados en forma trigonométrica, tenemos:

Frigin — gt iRt o o1t (cosyy -+ isen ) €™ (cosy, + isen i) =
=¢%¢"[cos (y, + ¥2) -+ isem (yy + w2 {5)

Los segundos miembros de las igualdades (4) y (5) son iguales y, por
consiguiente, serfin iguales también los primeros

g te _ gt

2, De modo andlogo se demuestra la férmula:

o &
VT = | 2
= (6)
3. Si m es un nimero entero, tenemos:
()" =™, )

Esta formula se obtiene ficilmente de (3), cuando m > 0.
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La misma se obtiene a partir de las férmulas (3) y (6) si m << 0.
4. Demostremos la identidad:

t‘FEG!l e e 2 (8)
En efeci.o, segin las f6rmulas (3) ¥ (1) tenemos:
£ — g™ — ¢ (cos 2t - isen 2m) = ¢
De la identidad (8) se deduceé que la funcién exponencial e
es una funcién periédica con periodo 2mi.
5. Estudiemos ahora la magnitud compleja
w = u (z) -+ i (z),
donde u (z) y v (z) son funciones reales de la variable real z. Es una

Juncién compleja de la variable real.
a) Supongamos que existen los limites:

lim w(x)=u(x); lim v (x) = v{xy).
x> xp x = x5 "
Entonces, u (xg) + iv (z;) = wy, es el limite de la wvariable
compleja w.
b) Si existen las derivadas u' (z) y v (2), la expresién
we=u(z) + v’ (2) 9
es la derivada de una funcién compleja de variable real con respecto
al argumento real.
Estudiemos ahora la siguiente funcién exponencial:

w:eozx-l-mx: e{aﬂm z

donde @ y B son niimeros constantes reales, y z es una variable
real. Es una funcién compleja de variable real que, conforme a la
féormula (1), puede escribirse asi:

4 w=e**[cos iz 4 i sen fiz]
w = e"*cos fz 4- ie** sen fzx.
Hallemos la derivada ). Segin la férmula (9) tenemos:
why= ("= cos px) + i (e** sen Pz) =
= ** (wcos Pz — P sen Pz} + ie** (w sen fz + Peosfz) =
== & [¢** (cos Bz + i sen )] 4 iP [¢®* (cos fz - i sen fz)] =
= (& + iB) [¢** (cos Pz +- i sen Pz)] == (& + if) €7 TH =,
Asi pues, si w = efetid)=, entonces: ' = (a 4 if)eletifix

. {eh-h'ﬁl ;]:2_ (@+ Iﬁ) efa+[ﬂ) 3 10)
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De tal modo, si k& es un ndmero complejo (y, en particular, real)
¥ 2 €3 un niimerc'real:

(") = ke"™. @)
Hemos obtenido la férmula general para la derivacifn de una
funcién exponencial. También tenemos:

()" = [(*)] =k (M) = K™
y para n éarbitrario: '
(&)™) = g eh=
Utilizaremos estas férmulas més adelante.

§ 5. FORMULA DE EULER,
FORMA EXPONENCIAL DEL NUMERO COMPLEJO

Si hacemos z = 0 en la f6rmula (1) del pérrafo anterior, obtenemos:

e =cosy - iseny. (1)
Esta es la férmula de Euler y expresa la relacién entre la fun-
cibén exp ial con exp te imaginario y las funciones trigono-
métricas.
Sustituyendo y por — y en la férmula (1), obtenemos:
e —=cosy—iseny. (2)
De las igualdades (1) y (2) hallemos cosy y seny:
iy —iy
cosy = £= e 7 :
2
e @
o

Las férmulas (3) se usan, ep particular, para expresar las poten-
cias de cos @ y de sen g, asi como también de sus productos, en fun-
cién del sono y del coseno de arcos miltiples.

Ejemplos:
1. emlym.(_'"_“%‘i'.'.)'.:_;_ (Y4 2 et20) =

.=% [{cos 2y} i sen 2y) -2+ (cos 2y —1 sen 2y)|=

(2603 294 2) =% (1-+cos 20).
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2. cost g sent = ,w_-r;-w )' ( "w‘_‘_w;)'..

2i
('tzv_* —iipy2 » _..i._ .L
.=--—-—---4.“2 3 ©03 4p- 5"

Forma exponencial del nGmero complejo. Escribamos un némero
complejo z en forma trigonométrica:

z=r(cosgp - i seng),

donde, r es el médulo y ¢, el argumento de este nimero complejo,
Segiin la férmula de Euler:

cos @ isen @ =¢'®,
Por consiguiente, todo niimere compleéjo puede ser representado
en la forma exponencial: iy

z=re'%,

Ejemplos. Escribir lus nimervs 1, ¢, —2, —{ en la forma exponencial.
Soluerdn. ]
1= cos 2km -+ sen 2kn = 24,
" a2t
= F]
i=cos 3 +laen—f-_e i

—2=2(co3 A+ sen n) =2,

o

iaceaﬂ !sen” e_?‘
At o —  SBN —— = i
2 2

§ 6. DESARROLLO DEL POLINOMIO EN FACTORES
Sabemos que la funcién
f@)y=dp" + 427" 4 ... + 4,

en la que n es un nimero entero se llama polinomio o funcidn racio-
nal entera de z. El nimero n es el grado del polinomio. Los coeficion-
tea Ag, Ay . .. A, son agui nimeros reales o complejos. La varia-
ble independiente x puede tomar tanto valores reales como com-
plejos. El valor de la variable z para el cual el polinomio se reduce
a cero es la raiz del polinomio.

Teorema 1. (Teorema de Bezout). El resto de la division del poli-
nomio f () por la diferencia (z — a) es igual a f (a).

D tracién. El cociente de la divisién del polinomio f (z)
por (x — a) es un polinomio f, (z), de grado inferior.en una unidad
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que é] del polinomio f (z), el resto es un namero constante R.
Entonces podemos éscribir:
f@=(@—a fi(x)+ R €}

Esta ignaldad es valida para todos los valores de = distintos de 2
(la division por # — a cuando x = a no tiene sentido).

Si z tiende a a, el limite del primer miembro de la igualdad (1)
es f (@) ¥ el limite del segundo miembro, es R. Como las funclones
f(x) y (x —a) f; (&) -+ R son iguales para todos los valores de
z == a, sus limites seran también iguales, cuando z—- ¢, es decir,
f(a) = R.

Colorario. Si a es una raiz del polinomio, es decir, f (a) = 0,
entonces f (z) se divide por z — a sin resto alguno y, por tanto, se
representa como un producto:

: f@) =@ —a) fi(z)
donde f; (x) es un polinomio.

Ejemplo 1. El polinomie f (2) = 2> — 62* 4 11z — 6 se anula cuando
E 11. es decir, f (1) = 0. Por cso el polinomio dado se divide sin resto por
T 1l

3= 0z2 4 1z— 6= (z—1) (zB—5xr4-6),

Estudiemos ahora las ecuaciones con una incgnita z.

Todo nfimero (real o complejo) que sustituya a z en la ecuacién
y la convierta en identidad, se llama raiz de la ecuacifn.

Ejemplo 2. Los nimeros :.-=%; xéa:iziz xa=—9;-‘—'. vou SON TOICES

de la ecuacién cosz==sen .

Si una ecuacién tiene la forma P (z) = 0, donde P (z) es poli-
nomio de grado n, se llama ecuacién algebraica de n—ésimo grado.
De la definicién se deduce que las rajces de la ecuacién algebraica
P (z) = 0 son idénticas a las del polinomio P (z).

Naturalmente, surge la pregunta, si toda ecuacién tiene raices.
Para las ecuaciones no algebraicas la respuesta es negativa: existen
ecuaciones no algebraicas que no tienen raices (reales, mi comple-
jag), como, por ejemplo, la ecuacién e® = 0%).

Sin embargo, para las ecuaciones algebraicas la respuesta es
positiva, lo que conmstituye el contenido del sigulente teorema
fundamental del élgebra.

*) En efecto, si ol nimero z; = a + bi fuera la riiz de esta ecuacidn,
existicia la identidad eo+bi==0, o (en wirtud de la férmula de Euler) &* (cos b 4
+isen b) = 0. Pero, ¢* no puede anularse cualquiera que sea el nimero real a;
tampoco cos b = f sen b es igual a cero (puesto que el médulo de este niimero
es igual a Vcos® b 1 sen? b = 1 para cualquier b), Por tanto, el producto
e (cos b + tsen b) == 0, es decir, e+ 2 0, I que significa que la ecuacién
¢* = 0 no tiene raices. )
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Teorema 2. (Teorema fundamental del &lgebra). Toda
funcién racional entera f(z) tiene por lo menos una raiz real o
compleja.

Este teorema se demuestra en el curso de algebra superior.
Agqui lo admitiremos sin demostracién,

Utilizando el teorema fundamental del algebra es ficil demos-
trar el siguiente teorema,

Teorema 3. Todo polinomio de n—:ésimo grado puede ser desarro-
llado en n factores linealesde la forma z —a y un factor igual al coe-
ficiente de a".

Demostracién. Sea f (z) un polinomio de grado n:

f@=Ag"+ A4, ... + 4,.

En virtud del teorema fundamental este polinomio tiene por lo
menos una raiz; designémosla por a;. Ahora bien, segin el corola-
rio deél teorema de Bezout podemos escribir:

1@ = (z —a) fi (),
donde, f; (z} es el polinomio de grado (n — 1); J; (z) también tiene
una raiz que designemos por a,. Entonces,
T (g) =iz — ay) [, (),
donde, f; (z) es el polinomio de grado (n — 2). De igual manera:
f2(2) = (z = a3} 15 (2).
Continuando este proceso, llegamos a la expresién:
!n-l (z) — (I b an] !n‘
donde f, es un polinomio de grado cero, es decir, f, es un nfimero
fijo. Evidentemente, este' niimero es igual al coeficiente de z*,
es decir, f, = 4,.
En virtud de las igualdades obtenidas podemos escribir:
f@=4d(z—a)(x—ay)... (z—a,) (2)

Del desarrollo (2) se deduce que los nimeros ay, as, .. ., @, son
las raices del polinomio f (x), puesto que, realizada la sustitucién
Z = @4, L == Ay, ...; T==0,, el segundo miembro y, por consiguien-
te, el primero se reducen a cero. i

Ejemplo 3. El polinomio f (z) = z* — 622 4 11 — 6 so reduce a cero,
cuando

=1, z=2, z=3.
Por consiguiente,
28—t Mz b= (z—1) (z—2) (z—3).
Ningtn valor z = a distinto de ay, @, ..., 2, puede ser raiz
del polinomio f (z), puesto gue ningin factor del segundo miembro
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de la ignaldad (2) se anula cuando z = a. Ahora podemos expresar
el signiente enunciado:

Todo polinomio de grado n no puede tener mds que n raices dife-
rentes.

Pero, en este caso, obtenemos el teorema siguiente.

Teorema 4. Si los valores de dos polinomios g, (¥) y @2 (z) de gra-
do n coinciden para n -+ 1 valores diferéntes ag, @y, @z, .., G del
argumento z, los polinomios enunciados son idénticos.

D tracién. Designe por f (z) la diferencia de estos poli-
nomios:

f2) = @ (@) — @ (2).
Segin la hipétesis, f (z) es un pelinomio de grado no superior
p n, que se reduce a cero en los puntos ay, ..., a,. Por tanto, éste
puede ser representado en la forma:

fl@)=4Ao(z—a) (z—=a) ... (z—an)

Pero, segin la hipétesis, f&z} se anula también en el punto ay.
Entonces, f (ag) = 0, siendo distintos de cero todos los factores
lineales, Por eso, 4 = 0, y de la imialdad (2) se deduce que el
polinomio f (z) es idénticamente igual a cero. Por consiguiente,
@@ —9:@=0 6 ¢ (z)= ¢ @

Teorema 5. Si el polinomio

P@)=Arx*+ A4+ ... 4,3+ 44
es idénticamente igual a cero, todos sus coeficientes son iguales a cero,

Demostracién. Escribamcs el desarrollo de este polinomio en
factores segiin la férmula (2):

P@y=Ag" + A" ... + Ageig+ An=
=Ag(z—a) ... (z—a,) (1)
Si este polinomio es idénticamente igual a cero, también serd
igual a cero para un valor de z, distinto de ay, ..., @,. Pero, en este
caso, los factores £ —a;, ..., * — @; no se anulan y, por tanto,

4, = 0.
De igual manera se demuestra que 4y = 0, 4, = 0, ete.

Teorema 6. Los coeficientes correspondientes de dos polinomlos
idéniicamerite iguales son iguales.
Esto se deduce del hecho de que la diferencia entre los polino-
mios dados es un polinomio idénticamente igual a cero. Por tanto, en
_ virtud del teorema anterior, todos sus coeficientes son ceros.
Ejemplo 4. Si el poli io az® + ba? + ez + d es idénticamente igual
1 io =¥ — 5z, ent a=0,b=1,¢e=—5 d=0.

al 1
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§ 7. RAICES MULTIPLES DEL POLINOMIO

Si ciertos factores lineales del desarrollo de un polinomio de
grado n
f@)=d(z—a) (t—ag) ... (z—a) L

son iguales, se puede agruparlos y luego, factorizar el polinomio
de la manera siguiente:

[@=4doz—a) (@ —a)* ... (@ —an)*™ )

k1+k2+...+kml=ﬂ.

En este caso se dice que a; es una raiz miiltiple de orden ky, (k,, es
la multiplicidad de la raiz); a, es una raiz miltiple de orden k,, etc.

Z_E'rfemp‘lg. ‘EI polltinom‘ii_f {z) = z% — 5z% + 8z — 4 se desarrolla en loa

Donde

sug
{ (z)=(x—2) (z—2) (x—1).
Este desarrollo puede escribirse asf:
flz)=(z—2p (z—1),

oy = 2 es una raiz doble; ay = 1, una rafz simple.

Si el polinomio tiene una raiz miltiple a de orden %, consideremos
gque el polinomio tiene k raices-iguales. Entonces, del teorema del
desarrollo de un polinomio en factores lineales se deduce el teorema
siguiente.

. Todo polinomio de grade n tiene exactamente n raices (reales
o complejas).

Observacién. Todo lo que se ha dicho acerca de las raices del
polinomio

f@)=dp2" + 427"+ ... + 4,
es igualmente cierto para las raices de una ecuacién algebraica:
A AT L A, =0.
Demostremos a continuacién, el teorema siguiente:

Teorema. Si ay s una raiz mitltiple de orden ky > 1 para el poli-

nomio f (z), entonces ay serd una raiz multiple de orden k — 1 para
la derivada [ (z).

Demostracién. Si a; es una raiz miltiple de orden k; donde
Ky >1 de la férmula (1°) se deduce:

f@ = —a) o),
17534
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donde ¢ (2) = (z — az)" ...(zx — ax)*™ no se anula para x = &y,
es decir, @ (a;) %= 0. Derivando, tenemos:

f@="k(—a)" ') + (—a)"¢ (z) =
=(z—a)" [k () + (= — a) ¢ (@)

Designemos:
Y (2) = ky ¢ (2) + (z —a)) ¢ (2).
Entonces,
f @) =(z—a)" "p(a),
donde:

¥ (@) =k @ (a1) + (@ — a)¢" (@) = kyo (ay) %0,

es decir, £ = a, es la raiz maltiple de orden %y — 1 del polinomio
f’ (z). De la demostracién se deduce que si k&, = 1, @ no es una
raiz de la derivada f (z).

Del teorema demostrado se deduce que a, es una raiz miltiple
de orden &, — 2, para la derivada f” (z), una raiz de orden k&, — 3,
para la derivada f (z) ..., una raiz de orden 1 (raiz simple),
para la derivada f*1=1) (z); y no es una raiz para la derivada kD (),
es decir,

flag =0, f(a)=0, f(a)=0, ..., [ P(a)=0,
pero
1M (a)==0.

§ 8. FACTORIZACION DE UN POLINOMIO
CON RAICES COMPLEJAS

Las raices ay, @z, . . ., @, d@ la férmula (1), § 7, cap. VII pueden
ser tanto reales como complejas. Tiene lugar el teorema siguiente.

Teoremn. Si un polinomio f (z) con coeficienies reales tiene la raiz
compleja a -~ bi, este polinomio tiene también una raiz conf ugada a—bi.

Demostracién. Si en el polinomio f (%) sustituimos z por el niimero
a -+ bi, elevamos a unas potencias ¥ agrupamos por geparado los
términos que contienen y no contienen i, obtenemos:

fla+b) =M+ Ni,

donde M y N son las expresiones que no contienen i.
Puesto que a -+ bi es la raiz del polinomio, tenemos:

fle+b) =M+ Ni=0
M=0,N=0

de donde:
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Sustituimos ahora z en el polinomio por la-expresién @ — bi. Enton-
ces (segin la observacién 3, § 2), obtenemos un nimero conjugado
con M -+ Ni, es decir, .
fla — bi)=M — Ni.
Como M =0, y N = 0, se tiene: f (a — bi) = 0, es decir, a — bi
es una raiz del polinomio,
Por consiguiente, en la factorizacién

f@)=4,(z—a) (z—a)... (z —a,)
las rajces complejas se encuentran en pares conjugados.
Al multiplicar entre si los factores lineales que corresponden
al par de raices complejas conjugadas, obtenemos un trinomio de
segundo grado con coeficientes reales:

[ — (@4 b)) [z — (& — bi)] = [{z — a)— ¥i] l(z — a) + bil =
=x—af+ b =2 —20x+ "+ b =2+ px g,

donde p = —2a, ¢ = a® -+ b® son los nimeros reales.

Si el nimero & + bi es una raiz miltiple de orden %, el niimero
conjugado a — bi es también una raiz miltiple de orden %, de modo,
que, en la factorizacién de un polinomio entran tantos factores
lineales z — (@ |- bt) cuantos sean los factores lineales # — (g — bi),
Asl, todo polinomio eon coeficientes reales se desarrolla en factores con
coeficientes reales de primero y segunde grado de multiplicidad corres-
pondiente, es decir,

f@)=Ag(z—a)" (z —a)™ ...

e e—a) (@@ pirAa)t ... @+ pa o,
donde

_k,+k;+ cen 4204 .. F2,=n

§ 9. INTERPOLACION.
FORMULA DE LA INTERPOLACION DE LAGRANGE

Supongamos que al estudiar cierto fenémeno, fue demostrada
la existencia de una dependencia funcional entre las magnitudes
z e Y, que caracteriza el aspecto cuantitativo de este fenémeno. La
funcién y = ¢ (z) es desconocida, sin embargo, mediante una serie
de experiencias determinemos los valores de esta funcién: o, i,
Yzo -+ 1 Yn para ciertos valores del argumento zo, 2y, 2z, . ..y Tn
pertenecientes &l segmento [a, bl

El problema consiste en hallar la funcién mis simple, pera
facilitar los cdleulos (un polinomio, por ejemplo) que sea la expre-
sidn-exacta o aproximada de la funcién desconocida y = ¢ (z)
el segmento e, b]. En forma mis abstracta el problema puede ser

17
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formulade de modo siguiente: los valores de una funcién desconocida
¥y =9 (z) se dan en n-- 1 puntos diferentes: &, zj, ..., 7, del
segmento [e, b]:

Ho=0 @)t = @ (@) oo or Ua = @ (@)

eg preciso hallar un polinomto P (z} del grado inferior o igual a n
que exprese aproximadamente la funcidn g ().

Para esto elijamos un polinomio cuyos valores en los puntos
Ty, %1y Tzs « 0. T, COincidan con los correspondientes valores de
Yo, Vir Yz. + o Yo de la funcién ¢ (z) (fig. 164). En este caso,

u .
=i
=Py
Yo vy i
o a% X b6 %
Fig. 164

el problema planteado, que se llama «problema de interpolacién
de la funci6n®, se puede formular de modo siguiente: hallar para
una funcién dada @ (3) un polinomio P (z) de grado < n, que tome
en los puntos dados %, %, ..., Z, los valores
Yo = P (Z0)s 41 = P (&) cocr Y = @ ()s
Tomemos para esto un polinomio de n-ésimo grado y de la forma:
P@)=Colz—am)(z—m}...@—z)+
+Cz—z)(z—2)...(x—z)+
fCg—n)lz—a)(e—z) ... (—m)+...

v O =) (F— ) oo (B— Zp). (1
Determinemos los coeficientes Co, Cy, ..., Cp de tal manera que
se cumplan las condiciones:

P(dg) =po, P(2) =Wty « vy P2) = . 2
Hagamos = = z, en la férmula (1); entonces, teniendo en cuenta
lag igualdades (2), obtenemos:
yo = Co (T — 23) (20 — 22) . . . (g — )
de donde
oo Ho
(zg = %)) (fo — 22 «+. (20 — 2n)

Cy
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Haciendo, lusgp, z = z,, chtenemos:
n=C@—o) (& —x)...@@& —)
de donde
- ¥ '
(@ =) (@ —72) ... (2 —2,)

c,

De igual manera encontramos
Cy= Y "
(@2 —0) (T2 — &) (22 — 23) . . . (T3 — z)

Ch= - Yn -
(2 —Zo) (#n — %) (@n — 22) ... (2n — Zyy)
Poniendo los valores determinados de los coeficientes en la
férmula (1), obtenemos: 4

P@)= (z—z)(x—~2) ... ([x—=a,)
(Tg — 24} (Tg — &) . . (2 —z,)

Yot
(&~ xo) (2 — &2} 0\ (2 — )
(21— o) (70— ) oo (@) — )

(@—2) (z—2) (2 —25) ... (z—=z,)
(22 — @) (T2~ 20) (T2 — ) ... (w2 — )

e+

Yot ..

{-'-'_"?n)(x'-z'i) oo (z—3p—y) ’
(In‘—xo) (Zn—zy) ... (x,.—z,._‘) i

La férmula enunciada se llama, férmula de interpolacién de
Lagrange.

Admitamos sin demostracién que sj ¢ (z) tiene una derivada de
{n - 1) — ésimo orden en el segmento [a, ], el error cometido,
al reemplazar la funcién ¢ (z) per el polinomio P (z), (es decir, la
magnitud R (z) = ¢ () — P (z) satisface a la desigualdad:

1
(n<4 1)1
Observacién. Del teorema 4, § 6, se deduce que el polinomio

P (2) es el unjeo que satisface a las condiciones del problema plan-
teado.

C+

3

{R(@ | <i(@—ao)(z— ) ... &=z} méx| g™+ (z) .
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emple. Como resultado de un experimento hemos obtenido los valores
de la mﬁnzm (z): pp=3parazg=1; py=—5parar, =2; =4
para z; = — 4. Ha la expresién aproximada de la funcién y = g (z) por
medio del polinomio de segundo grmfo.

Solueltn, Segin la formula (3) tenemos (para n = 2):
_E=(hd) =) (Eth) @=1) @—2)
PEO=Tgarn St Eohere Ot T h——n
0 sea 9 g
P(:)=—-§ﬁ::l—%x+%.

§ 10. FORMULA DE LA INTERPOLACION DE NE\'\;WN

Sean conocidos n <+ 1 valores de la funcién @ (2): Yo, ¥is ++vr Uns
que corresponden & n--1 valores del argumento: p, =y, .... %,
siendo constante la diferencia entrs los valores contiguos del argu-
mento, Designemos por h esta diferencia, La tabla de valores de
la funcifn desconocida y = ¢ (z) para los valores correspondientes
del argumento tendrd la forma siguiente,

T EN zy=xy+h Ty=uzy-2k Tp=xp-tnth

¥

¥ Yo L1 Uz ¥n

Formemos un polinomio de grado no superior a n, que tomard
valores correspondientes a los de z. Este polinomio representara
aproximadamente la funcién ¢ (z).

Introduzcamos las designaciones:

Ay = ¥y — Yoi Ay = Yo — i D¥e = Y3 — Y2, ete,
Ay = i — 241 + yo = Ayr — Ayo = (2 — 1) — (p1 — ¥ohs
Ayy = yy — Y2 + 3y — o = Ay — Ayy = (ya — 202 + W)~
—(y2 — 2y1 + wohs
Atyy= 'ﬁn_l!h — A"y,

Estas son las llamadas diferencias de primero, segundo y n-ésimo

orden. Escribamos un polinomio que toma los valores
Yoy Uy DBTA Xp ¥ Ty,
Serd un polinomio de primer grado

Pi@) =y, + ayui:h“-". o )
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En efecto,

h
Pr@) =gy =¥o Ptlemn=Yo+ Sog; = Vo -+ )1 ~ Vo) = 4.
Eseribamos un polinomio que toma los valores
Yor Y Y2 PAra xo, Ty, Tp.

Serd un polinomio de segundo grado:

—_— 2 — £ —
Py (@) = yo + Ay h$“+—d—'2—fi’-z ;;%(x h“_"’-—i). ®

Es evidente que
Pa |xas"="yﬂi Pa Ix:-:‘:yi‘

Comprobemos ahora:

Ayo 2h{2n
Pﬁix“xg=y0+ayﬂ'2+7fg'"g(?:_i)=y2‘

El polinomio de tercer orden tendrd la forma;

- dzy LT N A_xy & =i
Py(z) =3+ A E- % n( —1)4 2 2%
3 (%) = ¥o+- Ay % T n n T

1.2.3  h
T —2 z—1x
Bz ) (2z2os).
( h h

El polinomio del orden n que asume los valores yg, Uy, Yoo « < «» ¥n
para g, Ty, Tz, . . -4 Ty, SOTA:

— Ay, z—z, (z—r
Pl =it Aptmt g B 2 0_1)
n‘(x) Yo+ Ayo A + 1.2 h h -+

a"yo_x—::n_(z—xn_ ) |:z—mu_ f!_1]
R P s e

Mediante una sustitucién directa es ficil convencerse de que la
igualdad obtenida es correcta. Esta es la férmula o el polinomio
de la interpolacién de Newton.

En esencia, el polinomio de Lagrange y el de Newton para la
tabla dada de valores, son idénticos aungue escritos de modo di fe-
rente. Es decir, el polinomio de grado mo superior a A, que tom a
n 4+ 1 valores dados para n + 1 valores de x, se halla de una sol a
manera.
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En muchos casos resulta mds conveniente utilizar el polinomio
de la interpolacién de Newton que el de Lagrange. Su particulari-
dad consiste en que, al pasar del polinomio de grado % al polino-
mio de grado k 41, los primeros & + 1 términos no cambian,
sino que se adiciona un término nuevo que es igual a cero, para
todos los valores anteriores del argumento.

Observacién. Segin las férmulas de Lagrange (véase la férmu-
la 3 § 10) y de Newton (f6rmula 4) se determinan los valores de una
funcién en el segmento z, << z < &,. Si estas férmulas se usan
para determingr el valor de la funcién, cuando z <C zp (lo que se
puede hacer cuando | z — z,] es pequefio), se dice que se efectia
la extrapolacién de la tabla hacia atrds. Si se determina el valor de
la funcién para z, << z, se dice que se efectiia la extrapolacion de la
tabla hacia adelante. :

§ 11. DERIVACION NUMERICA

Supongamos que los valores de una funcién desconocida @ (z)
estin dados por medio de la tabla que fue examinada anteriormente.
Es preciso determinar aproximadamente la derivada de esta fun-
cidn. Con este fin se forma el polinomio de interpolacién de Lagrange
o de Newton y de este (iltimo se halla la derivada.

Puesto que mis a menudo se analizan las tablas de iguales dife-
rencias entre los valores vecinos del argumento, utilicemos la
férmula de interpolacién de Newton. Sean dados tres valores de
la funcién: yo, ¥y, Y2, que corresponden a los valores: zy, =y, %, del
argumento. Entonces, escribamos el polinomio (2) y derivémoslo.
Obtenemos el valor aproximado de la derivada de la funcién en el

segmento T, < I, < Tp

33¢ Ay, A‘yg( z— )
1E) e P () =2 e =222 T ], 5
L i i R T h ©
Cuando z = x4, tenemos:
E ; Aye A%, :
= P PN xR el 8 ()
G () 2 (o) 5 o ()

Examinemos el polinomio de tercer orden (véase (3)), y derivén-
dolo, obtenemos la siguiente expresién para su derivada:

" : Ayo 623;“( z—z )
~ P P oL Wil 1. 7 . A, |
@' (z) = P () % =+ o = +

+-8 [a(252) - s(252)+2)]. o
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En particular, cnando z = a4, tenemos:

. Ay Ay, Ny
Pi(x)eadt B0, D,
w(ro)Ts 1 (2) % o + Y 8

Al utilizar la férmula (4), cuando z = x;, obtenemos la si-
guiente forma para la expresién aproximada de la derivada:

5 ; Ay, Azlfu A’yu ﬁ‘ya
r o e L Pt L S Tl | AR 5 R
@ (x0) = Py (2) n 7 3 3 + (9}

Notemos que para una funeién que tiene derivadas, la diferencia
Ayy es una infinitesimal de primer orden respecto a h; A%y,, infini-
tesimal de segundo orden; A%y,, de tercer orden, etc,

§ 12. OPTIMA APROXIMACION DE LAS FUNCIONES
POR MEDIO DE POLINOMIOS. TEORIA DE CHEBISHEV

Del problema examinado en el § 9, se deduce, naturalmente,
lo siguiente: sea una funcién continua ¢ (z) en el segmento [a, b).
¢Se puede expresarla aproximadamente en forma de un polinomio
P (z) con cualquier grado de precisién previamente dado? Es decir,
¢serd posible encontrar un polinomio P (z) tal que la diferencia
en valor absoluto, entre ¢ (z) y P (z), sea inferior en todos los puntos
del segmento [a; &), que cualquier niimero positivo e previamente
dado? El teorema que sigue y que citamos aqui sin demostracién,
nos da una respuesta afirmativa*,

Teorema de Weierstrass. Si la funcidn ¢ (z) es continua en el
segmento la, b, entonces pare todo e > 0 existe un polinomio P (z),
que en cada punto de este segmento se cumpla la igualdad:

[f(x) — P{2) | <<e.

S. N, Bernstein, notable matematico y académico soviético, nos ha
proporcionado el siguiente método racional para la formacién
directa de polinomios aproximadamente iguales a la funcién conti-
nua ¢ () en el segmento dado.

Supongamos, por ejemplo, que la funcién. ¢ (z) es continua
en el segmento [0, 1].

*} Notemos que el polinomio de la interpolacién de Lagrange (véase (3)
§ 9) no da la respuesta a la cuestién planteada. En los puntos =y, 2, s, . . ., Tn
los valores de este polinomio en realidad son iguales a los valores corrospon-
dientes g_e[la funcién, pero en otros puntos del segmento [, ] estos vnflores
d i farse motah Le,
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Formemos la expresién:
n

Bu@= Dy o Z)enemt —ar .
u

Py

En esta expresion C; son coeficientes binomiales; @ [-’;}] es el

valor de la funcién dada en el punto z = %. La expresién B, (z)

es un polinomio de r-ésimo grado, llamado de Bernstein.

Para todo niimero arbitrario & > 0 positivo, se puede buscar
un polinomio de Bernstein tal (es decir, elegir su grado r) de manera
que para todos los valores de x en el segmento [0, 1] se cumpla la
desigualdad:

|8y (7)) — ¢ (7) | <e. :

Ohservemos que el andlisis del segmerto [0, 1] en Ilugar del
segmento arbitrario [a, b] no limita esencialmente las leyes genera-
les puesto que mediante el cambio de variable: 2 = @ - £ (b — a},
ga puede transformar cualquier segmento [a, b, en el segmento [0, 1
Esta transformacién conserva el grado del polinomio,

La teoria sobre la Gptima aproximacién de las funciones median-
te polinomios fue desarrollada por el célebre matemitico ruso
P. L. Chébishev (1821-1894).

Los valiosos resultados que obtuvo en este campo, han influen-
ciado decisivamente en los trabajos de matemdéticos posteriores, El
punto de partida en la creacién de esta teoria fue su trabajo en la
teoria de los mecanismos articulados que son de amplio. uso en la
maquinaria. El estudio de tales mecanismos le condujo a la bisque-
da entre todos los polinomios de un grado n dado, cuyo coeficiente
de término mayor es igual a la unidad, de un polinomio tal que
se desvie de cero, en el segmento dado, mucho menor que todos los
demés polinomios, Este gran matemitico logré a resolver el pro-
blema y los polinomios hallados por él fueron llamados peliromios
de Chébishev., Estos poseen muchas propiedades notables y son
actualmente un potente medio de investigaciones en numeérosog
problemas mateméticos y técnicos,

Ejercicios para el capitulo VII
1. Hallar (3+4-5i)(4—i). Respuesta: 17-4-17t. 2. Hallar (64-11s) (74-3i).
Respuesta: 9951, 3. Hallar 'Z+;5‘[' Respuesta: -&-'l——-é—{—t 4. Hallar

(4—T)% Respueste; —52447i. 5. Hallar V. Bespuesta: 4+ l—‘I'—‘—~ 6. Ha-

vz
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llar V' —5—12i. Respuesta: = (2—3i). 7. Reducir a la forma trigonométrica
las expresiones: a) 1--1. Respuesta: Y2 (cos —'}-Haan -%—] . b) 4—i. Res-

puesta: /2 (cos—'%'f-—i-i sen %) . 8. Hallar }/7. Respuesia: H-—z}fé; -

‘_2j' 9. Expresar en funcién de senz y cosr las siguientes expresiones:

sen 2r, cos 2z, sen 4z, cos 4z, sen 5z, coaSr, 10, Expesar en funcion del seno
y coseno de los arcos miltiples las expresiones: cos® z, cos? z, cosd z, cos? z,
cos®z; senz, sendz, sendr, sen®z. 11. Dividir f(zr)==z?—42248r—1 por
x4, Respuesta: f(z)=(x+44)(z8—Br440)—161, es decir, cociente —gz%—
—8z-4-40; el resto {é‘:“ je= —464. 12. Dividir J;.:)=z*+ms+w+
<-108z-}-81 por x4 3. Hespuesta: f (z) =(z+3) (x#4- 024 272 4-27). 15. Divi-
dir f(r)=2zT—1 por x—1, Respuesta: f(z)=(x—1) (2% 2b {28} 2342
+x41).

Fae}torisnr los polinomios: 4. [(x)=zi—1. HRespuesta: f(z)=
==(z—1) (1) (£24-1). 15, [(z) =22—2—2. Respuesta: [ (z)=(r—2) (z+1).
16, f(z)=a341. Respuesta: f(z)=(z1)(22—z41).

17. Como resultado de un experimento se han obtenido los vhalores de
la funcién y de a:

yi=4 para z3=0,
Yz =6 para zp=1,
y3=10 para zy=2.
Expresar de modo aproximado esta funcién mediante un polinomio de

segundo grado. Respuesta: z?-Lz-- 4.

18, Hallar &l polinomic de cuarto grado gue toma respectivamente los
valores 2,1,—1, 5, 0, para z = 1, 2, 3, 4, 5. Respuesta:

_g_ 281729 +__.-‘ig 22— 927 4 85.

19. Hallar el polinomio de grade posiblemente inferior que toma respecti-
vamente los valoregoa, 7, 9, lsgr:ra z=2, 4, 5, 10. Respuesta: 2z — 1.

20. Hallar los polinomios de Bernstein de primero, segundo, tercero,
coarto grados para la funcién p=sennr en el zeg to [0,4]. R 1

Bi@)=0; Ba(m=2e(i—s); By= U 2z(t—s) B(e)m2:(t—2)x
x](2 Vi—38) 22— (2 Y/2—8) =+ V2.




